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Al rinafcimento delle Scienze in quella fer¬ 
mentazione generale di tutti i fpiriti più fu- 
blimi verfo il vero genio e fapere fino ai 
noftri tempi, ficcome non c’è chi non fap- 
pia quai rapidi progreffi abbia fatti l’Alge¬ 
bra maneggiata da tanti, e valenti Mate¬ 
matici , i quali conofciutala per uno degli 
flromenti più poderofi per entrare con fran-^ 
co piè negl’intimi receffi della Natura, la coltivarono con ogni 
fìudio e fatica ; cosi è a tutti nota la difficoltà informontabile 
sfortunatamente incontrata nella parte più effenziale di effa, nel¬ 
la foluzione cioè analitica dell’ equazioni . Dopo la fuppofla fa¬ 
cile foluzione dell’equazioni del primo e fecondo grado, riufci al 
Tartaglia fpirito naturalmente penetrante e robuflo la difficile fco- 
perta della foluzione dell’equazioni del terzo grado, che metodo 
Cardanico, dal Cardano,'cE^fòTpubblIcò, univerfalmente fi chia¬ 
ma. Metodo, che quantunque efaminato nei fuoi principj, fem- 
braffe dedotto legittimamente da irrefragabili verità; pure meffo 
alla pruova fi trovò fatalmente venir meno in quelle equazioni, 
che di tre radici reali fono fornite. Chi fa di quanta importan¬ 
za fia la foluzione generale dell’equazioni del terzo , per potere 
fucceffivamente paffare a quelle dei gradi fuperiori , fi può im¬ 
maginare quali fieno flati in que primi tempi gli sforzi di tutti 
gli Analifti d’ogni qualità e valore per perfezionare l’imprefa : 
ma tutto fu vano. 

S inventarono col progreffo, fi eflefero e fi perfezionarono ar¬ 
tici eftremamente ingegnofi generali e robufli : fi pervenne a 
maneggiare con franchezza quantità eccedenti per doppio verfo 
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la finita mifura, sforzo creduto ultimo dell’ingegno umano. Ma 
ad onta di tanti fulficlj, di tanti eccellenti ingegni, che pel cor- 
fo di ben duecento e più anni impegnarono tutta la loro faga- 
cith e fatica ; non folo non fi avanzò palio in una tale Coper¬ 
ta , ma nè pure fi potè penetrare nell’ occultilfima cagione dell’ 
infufficienza del metodo praticato. I più arditi, partati e recen¬ 
ti benché di lena forniti miferamente perirono : ed i loro cele¬ 
bri naufragj altro non fanno che additarci il perigliofo fcoglio, 
e renderci avvertiti di allontanarcene piuttoflo , che affrontarlo. 

Finalmente in quelli nollri recenti tempi una sì pertinace ri¬ 
pugnanza del metodo , di cui parliamo , ad ogni tentativo fin¬ 
ora fatto per migliorarlo ed eftenderlo , lo ha fatto credere ad 
un Geometra Francefè di prima sfera difettofo di natura fua nel 
principio, fu cui fi appoggia: nella divifione cioè praticata dell 
equazione principale nell’altre due neceflarie allo fcioglimento 
dello aflrufo Problema: divifione da elfo giudicata arbitraria, e 
perciò non atta a foddisfare in tutti i cafi al quefito. 

Altri poi fervendoli di metodi eleganti bensì «d ingegnofi, 
ma troppo a mio_ gìudicio limitati e riffretti, anno dichiarato 
imponibile da ottenerli ciò, che vinfe i loro adoprati artìficj : 
di modo che l’opinione fu tal propofito di molti fra i migliori 
Geometri confermata anche nello ftelfo tempo che ferivo da Me¬ 
morie fortite alla luce, ch’ora predomina, e feco trae l’alfenfo 
univerfale, è di credere aleutamente impolfibile la foluzione 
generale di un tal Problema : perchè è impolfibile generalmente 
di fviluppare in termini finiti i binomj, e liberarli dalla im- 
maginariet'a, che li contamina. Laonde è dichiarata in quelli 
tempi difperata ornai una tale imprefa. 

A fronte però di quella generai opinione che domina , aven¬ 
domi io fatta i.nviolabil legge di non accordare nelle cofe intel¬ 
lettuali il mio alfenfo, fe non a ciò che mi fembra evidente- 
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mente dimottr'ato, mi fono propofto meco fletto di efaminare 
con fcrupolofa attenzione le ragioni , fu cui fi fonda codetta ge¬ 
nerai perfuafione , pria di prender partito . Munito pertanto di 
alcuni Canoni di metodo j e fcevro dalla prevenzione , che può 
facilmente introdurci la giutta ftirha pegli nomini di merito • 
mi fono dopo lungo ftento- e feria meditazione finalmente ac¬ 
corto, che l’imprefa è maggiore di quello che potette chiunque 
a prima vitta immaginarfela : e che la prefente quiftione non 
ricerca meno , che 1’ efame imparziale e leverò idei primi fon¬ 
damentali principj analitici , abbracciati da tutti fenza efitanza 
o riferva : e che intanto fiamo ancora lontani nelle verità più 
cttenziali del calcolo da quella precifione , e chiarezza , che ci 
munifica dall’equivocazioni e dubbietà ; in quanto che fono an- 
coia ridi etti fra troppo angutti confini i principi, che ci fervon 
di guida nelle ulteriori ricerche , i quali di natura fua fono for¬ 
niti vdi maggiore eftenfione e generalità. 

Infatti lofcurita, in cui tuttora per comun confettione fta in¬ 
volta la natura delle quantit^Jhnmaginarie ; rinfleffibJJc rehtten- 
za a comparire quali veramente fono reali, forinole, ch’annoia 
forma d’immaginarie ; V oftinate quiftioni fra fonimi uomini dal 
primo fiorir dell’ Analifi , perpetuate nei pofteri f ino ai noftri 
tempi fenza alcuna fperanza di riconciliazione o vittoria ; ben 
ci fanno fede non doverli d altronde ripetere 1’ occulta cagione 
di tali perpleffità , che dall’ infufficienza dei mezzi e dei meto¬ 
di, che fin ora abbiamo. 

Il grande Eulero nella fua celebre Memoria dei Logaritmi 
dei numeri negativi ed immaginari negli Atti di Berlino all’ anno 
174P. offerta fu tal propofito , che qualunque partito fi prenda 
ir *- U /-* are ^ natura, fi cade fempre in contraddizioni, da 
cui fembra mipoffibile di poterfene liberare. Perchè parlando ei 
dei due fonimi Uomini Leibnizio e Giovanni Bernulli , dice 
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( traduco le fue parole ) „ bifogna offervare , che le contrad- 
„ dizioni , che quelli due grand’ uomini fi rinfacciavano , erano 
„ reali, e non mica di quelle, che non fembrino tali, che alla 
„ parte contraria oftinata nel proprio fentimento . Eppure ( ei 
,, dice più fopra ) fe la verità deve aver luogo per tutto , non 
„ v’ ha dubbio, che tutte quelle contraddizioni per quanto evi- 
„ denti fembrino , non abbiano ad edere che apparenti, e che 
„ non debbano mancar mezzi per falvare la verità , abbenchè 
3, ci fia ignoto il modo di poterfeli procurare „ . Fin qui Eu¬ 
lero. E febbene 1 ’ acutifiìmo Autore creda di avere finalmente 
in codella fua Dilfertazione afferrati tali principe, ed intieramen¬ 
te decifa a favore del Leibnizio la controverfia ; pure per giu- 
dicio dell’ incomparabile Sig. d’ Alembert tuttavia fervorofa fi 
mantiene , per eflerci ( come io ardifco di foggiugnere con fpe- 
ranza di poterlo a fuo luogo dimollrare ) ancora ignoti que 
principj, che ci fervano di guida in tali aftrufilfime e profon¬ 
de ricerche . 

Anche il celeberrimo Ab. C. Vincenzo Riccati nelle fue 
cinque lettere fop™. 1 Logaritmi dei numeri negativi , follenendo 
la realità di elfi fi accorda in quello col Sig. <T Alembert . Ma 
quelli pure nella fua Lettera III- fi fa 1 obbiezione feguente : 
„ io non ignoro , che a dimollrar la curva continua dalla parte 
„ dell' * negative, farebbe d’uopo alfegnar alla bafe logaritmica 

„ un tal valore reale od immaginario, onde la quantità (/) f 7 po- 

„ fio / qualunque numero fordo ed irrazionale, provenilfe ne- 
„ gativa. Una tal formola la credo difficile, e forfè impofiibi- 
„ le : onde a far vedere, che la bafe logaritmica può avere un 
5 , cosi fatto valore , mi fervirò di un metodo indiretto , che 
„ non farà meno dimollrativo Ma perchè mai è forfè mpof- 
fxbile ( dico io ) una tal formola, quando ci deve neceffariamen- 

te 
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t€ ciTeryi ( nè io difpéro della fcoperta ) ? f e non perchè i 
principi, che abbiamo, non fono ancora giunti a quell’eftenfio- 
ne e valore, onde fuperare quelle difficoltà, che non ponno di 
loro natura prestare un’affoluta infuperabile -refiftenza . 

E per di^ endere cafo > che abbiam per le mani, il Sìg. 
Nicp^ DI Martino., per tralafciar molt’ altri, citato dall’ Ab. 
D. Gaetano Marzagaglia nella fua lettera diretta al celebre 
Sig. Gabriele Manfredi, in cui vuole dimoftrare la neceffità dell 1 
immaginario nelle forni ole Cardaniche nel cafo irreducibile, con¬ 
chiude:. „ qua> cum i ta fi n t, afferere nòn vereor ex aliis princi- 
5, piis hujus rei myfterium petendum effe , qua: nec quifquam. 
» inveftigavit adhuc , nec ab ullo unquam poterunt inveftiga- 
,, ri 5 ,. Confeguenza in vero troppo precipitata, che ben fi op¬ 
pone a quella del Sig. Eulero , il quale nel fuo cafo ammet¬ 
te , come dilli, la poffibilitk almeno di ritrovare que’ mezzi , 
febbene finora ci fieno ignoti . 

Io accenno ciò per far vedere, che non è foltanto mio , ma 
avvalorato da nomina fommi il foipetto di qualche c/Iènziale 
mancanza nei principi , che ci fervon dì guida nelle inveftiga- 
sdoni analitiche : e che quando eflb fia ragionevole non fark una 
chimera il dubitare dell’ impoffibilitk affoluta e metafifica di 
qualche fcoperta , febbene per tale ce la dichiarino que’ mezzi 
ch’ ora ci fono noti : quando dall’ altra parte fi fappia che tali 
mezzi fono infufficienti a darci la foluzione di altre non meno 
importanti ricerche , e che un ragionevole raziocinio appoggi 
quella poffibilitk, che ci viene dal calcolo noto contraddetta. 

E vaglia il vero, io chieggo ai difenfori dell’impoflibilith af¬ 
folla del càfo in quiftione, fe è egli conforme alla ragione , 
vantare imponibile metafificamente di ritrovare una cofa , della 
di cui efiftenza ne fiamo pienamente convinti ? Tanto pili che 
oltre le ferie, che ci afficurano della realitk delle radici nel ca* 

fo 
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fo addotto, la coftruzione geometrica deile formale N col mezzo 
degli archi circolari , ed alcune di effe che ' fi Falciano liberare 
dall’ affimetria ; e di più 1’ eftenfione di. alcuni metodi particola¬ 
ri, che a quando a quando Sprigionano alcune forinole dait 
pi dell’ immaginario , a cui già fi Grédevatio perpetuamente* ed 
affolutamente condannate ; ben ci : accertano deiF'iètriItóecà- loro 
realità , ad onta 1 dell’immaginaria apparenza, y che mentifeoho 
Ora fe ad ogni funzione aigebrarioa,.deve corrispondere la co- 
ftruzione geometrica y non-è egli/dlmofìrato. ciibriad, ogni caffè* 
zione geometrica non può mancare di naturardùa fe fo^rrtcdkjflk 
gebratica o trafeendente che la contenga ? r Che : le nel dafó no- 
ftro ci fi prefenta un efpreffione immaginaria, per cui .con troppa 
franchezza fi arguìfee impoffibile la ricerca chi ;non. vede ,:jch* 
ella non può nè deve altro indicarci, fe non le elfe're impofltbi- 
le di pervenirvi coi metodi noti ? Perchè fe le radici che fi cer¬ 
cano , efìftono attualmente , e fe la formola , che ci guida , ce 
le dichiara aflurde ed imponìbili ; il difetto deve nafeere necef- 
fariamente o dalla formola ltefla , che rinchiuda in fe qualche 
nafeofta contraddizione , o dalla noftra ignoranza d ? intenderla o 
maneggiarla : effendo metafificamente impolfibìle la vantata im- 
poffibilità affo luta, di ritrovare per qualche via ciò che efifte- at¬ 
tualmente. 

Quello però eh 1 è da ftupirfi ilei cafópreferite , eglir^è^ ctó? 
i paffati Affali fti , i quali al comparir deli’iimtfalginaa'jio giadr* 
cavano con eftrema franchezza imponìbile di' natura Fuu laqri* 
cerca , nuli* ottante non anno mai difpetato della" poffibilità idei¬ 
la foluzione del cafo 'in- quiftiofìe , e-quindi fi< fono! addati Eb¬ 
bene ferina riufoita cori-‘Ogni mezzo per pervenirvidcalffi HC ontra 
i noftri più recenti j febbene ammoniti dall’efperienza , che non 
è poi Tempre immaginario ed impoflibile di natura fua ciù che 
per tale ci comparile ; nella circoftanza di cui parliamo fi fo¬ 
no 
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no gittati fenza riferva al partito di dichiarare imponibile aflò- 
1 irtamente ciò che ha refi finora inutili i loro sforzi, e cosi chiu¬ 
dere dal canto loro i palli all’ indulìria : quafi che 1’Analifi fof- 
fe pervenuta all’ ultima fua alfoluta perfezione , e non avefìimo 
degl’ indie/ ben manifelìi per confeffione fteffa dei primi Mate, 
malici ( come ho accennato di fopra ) in alcune quiftioni e fi- 
fiche e puramente analitiche finora infolubili, di quanto ella fia 
ancora lontana dal tanto defiderato fuo compimento. 

Ma perchè non fi creda, che quelle mie conghietture fieno 
foltanto fondate fulla falfa anticipata prevenzione della poffibili- 
f d \ ciò > cli e altri niegano poffibile; mi fia permeilo difcenden- 
do più particolarmente indicare, dove io creda fi poiTano ap¬ 
piattare due forgenti di quelle equivocazioni , che abbiano fin 
ora ritardati i progreffi di quella Scienza la più dimollrativa e 
fondata fu principi j che fembrano dell’ ultima evidenza precifio- 
ne „ e . j e perciò la meno foggetta alla prevenzione ed 

a ’ inganno : che ferviranno a indirettamente dimollrare effere 
ragionevoli le mie cln gy - pr£m3 c£ fu introdotta e fi 

mantiene per l* autorità dei nollri più celebri Autori da noi ve¬ 
nerati debitamente qua! Maeltri, di cui è difficile non adotta- 
re ciecamente alcune opinioni , che da elfi veggiamo univerfal- 
mente abbracciate . Nafce la feconda dall’ impazienza d’internar¬ 
ci negli arcani più ripolli della Scienza , che vogliamo appara¬ 
re , pria di ben comprenderne e purificarne le prime più fem- 
plici nozioni, da cui tutte le altre più complicate combinazioni 
dipendono . 

E vaglia il vero; la prima origine d’equivocazione nei calcoli 
analitici i 0 la ripeto dal valore attribuito ora generalmente all’ 
efprelfione Per molto tempo i primi più profondi 

Analiftì le anno data incerta ed ambigua lignificazione, ficcome 
farebbe facile a dimoltrarlo le qui abbifognalfe: ma finalmente gli 
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ultimi più celebri Maeftri ci anno tutti concordemente infegna- 
to, e pollo come un principio fondamentale del calcolo che fia 
Tempre i.^—i = — 1 > efclufa l’unità pofitiva: (dottrina pe¬ 
rò, da cui potrei dimoiare, che nei cafi più complicati per non 
opporfi alla verità altronde conofciuta , elfi pure fi decollarono 
fenza avvertirlo ) . L unica ragione fpeciofilfima da elfi addotta 
è, che indicando il fegno radicale il quadrato, che fotto di fe 
contiene, da cui fe ne deve eftrar la radice, farà per confeguen- 
za, levato il radicale, 1 quel quadrato, di cui fe ne voleva 

la radice. Quella ragione fembra di un tal nerbo , che non ci 
poffa elfer forza, che la contraili. Accordiamo dunque per poco 
con l’univerfale , elTere ir— r~ = _ x in maniera che mai 
pofià in ni un cafo eguagliarfi all’unità pofitiva. 

Ciò llabilito dimando ora fe va del pari in generalità l’altro 
principio, che prefcrive, per avere attualmente il prodotto di 
due radicali dello ftefib indice, di moltiplicare fra loro le quan¬ 
tità fotto i fegm radicali come fe folfero libere , e poi fotto- 
porle al fegno radicale dello fteflo indice? E 1 già noto elTere an- 
che quello principio gcneraiiflìmo in Analifi, che non ha mai 
patito dubbierà od eccezione . Adunque porrò francamente col 
comun confenfo conchiudere, doverli etto Tempre in tutte le cir* 
coftanze avverare. Ciò porto fia e.g. da moltiplicarli y —. 

moltiplico dunque a-b per a-c feparati dal fegno/ed il // 
dotto o'-ac-ab+bc lo pongo fotto il fegno radicale, onde 
conchiudo fenza efitanza eflere V^Z b . = 

prodotto che farà Tempre legittimo qualunque valore io aTtribuifi¬ 
ca a,b^c. Faccio^dunque n~o , onde i fattori divengano 
offia V—h.'^—c-. efamino il prodotto attuale fotto il 
fegno « % —ac-ab+bc, edoflervo che itreprimi termini aa-ac-ab 
in quella fuppofizione fono zero, e che mi rimane foltanto bc 
inarcato col fegno pofitivo : dunque fondato fui fecondo principio 

con- 
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conchiudo effe re Y~ b . >-_ c = YT e : dunque f e è generale il prin- 
apio, farà generalmente e Tempre vero eflere v — y- 

Ma come fi può conciliare la generale conferenza‘dfquefto 
principio, che vuole coftantemente Y~ b . y— _ yj- c 0 ff u 

y-Zi.^r^^e coll’altra del 

primo, che lo vuole coftantemente = -i ? fc fono due confe- 
gtienze 1 rettamente oppofte e contradditorie . Nè mi fi dica 

d è + ■—. ' o» - - -. «i 

. , 1 • —i j e nato da —x. — i , e perciò delle due radi- 

“Jr^ 10 _ non P ofl ° Scegliere falvo che - i, onde sabbia Y~ 

~ 1 ~~ 1 = 1 : P erc he è facile a rifpondere , che appunto 

«e fecondo cafo di ^ = jrj; . y~r, pofitiva « nafa 

dalla moltiplicazione di Y-b. Y~ c — Y~.Y~^y Tc _ y Tc . 
quando pel, primo principio fi eguaglia a - Yf c . 

Ma da!l altra parte come fi può affumere l’uno a preferen¬ 
ti v/ r‘ fa "° "° n è ella lllla ftrana affurdità 1' efclu- 
dere a vicenda 1 uno » v . It „ a.*,,; accennati principj > d 

AmlVf T r‘ e r senerali amendue ? Quando agli 
Anahftt fi prefenta il femplice efcIudono ^ 

tamente il fecondo, negando la facoltà in quello preferi tta di 
dover moltiplicare le quantità finto il fegno come fe foffero 
libere: e perciò non più Y ~ b . y - _ y Te . quando pol fott . 
altra forma più comporta la fteffa efpreflione maneggiano, ac¬ 
cordandole quella facoltà , che pria gli avevano affolutamen- 
te "egata, le tolgono poi quella, che con tanta fermezza ed 
oltinazione nel primo cafo le avevano a fronte dell’altra uni. 
camente concerta : non dando altro valore a Y~ b . , che 

quello rapprefentato dalla pofitiva tY bc . Ma ficcome tanto è 
poftibile di conciliare con la verità si fatta dottrina, quanto 
e poftibile 1 affermare e negare la fteffa cofa nello fteffo tempo 
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lenza contraddizione ; chi mi faprà dire quando dicano il falfo 
quando il vero ? 

Defidererei che gli Analifti mi fuggeriffero il modo , con cui 
pretendono di fanare una sì evidente contraddizione : perchè io 
per quanto ci abbia penfato e ci penfi, non ritrovo come fi pol¬ 
la foftenere 1’ uno ad efcluttone dell’ altro : perchè fe la ragione 
che ttabilifce il primo è dell’ultima certezza, non è men evi¬ 
dente quella che conferma il fecondo : mi additino dunque effi 
quale conchiufione debba dedurne ; eh’ io mi confelfo di non fa- 
perla adottando i loro principj . 

E' ben facile la foluzione , anzi non c’ è nella mia fentenza 
veruna difficolta. Io feguendo le traccie del mio metodo ho gih 
indicato in quelle mie Riflefftonì , che (T— x . /S~ è fufeettibile 

effenzialmente di amendue i valori +1 : perchè (^~i. » 

tanto eguale a e= ^7* ~ 1 * — t ; che a (S ( — i) 1 

—i: che non è d’umano arbitrio l’adottare od efcludere piut- 
totto l’uno che l’altro: e che è limitare la natura della quanti¬ 
tà a capriccio per non comprenderne 1* ettenfione , con quel di 
più che fi dirà qui ed in altro luogo . 

Che meraviglia pertanto fe da quefta perpetua contraddizione 
dominante nei principi del noftro calcolo, per cui fi adottano e 
Refendono nello tteffo tempo le due equazioni = — i- 

i • f—i =i , fi confonda perpetuamente il pofìtivo col nega¬ 
tivo, il reale coll’immaginario ? Da quefta fonte nafeono a mio 
giudizio le perpetue contraddizioni , che i Matematici fi rim¬ 
proverano a vicenda: contraddizioni che dureranno in perpetuo, 
fe non fì ritrovi il modo di conciliarli amendue quefti principi 
nello tteffo tempo . Cofa , che febbene fembri impoffibile , pure 
nei mentre che mi fi rinfacciano, e mi fi appropiano le altrui 
contraddizioni, credo non folo poflìbile ma dimoftrata. 

A que- 
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A quefto non lieve oftacolo ai progredì analitici incontrato 
fui bel principio del calcolo analitico fi aggiunga l’altro non men 
funefto nel calcolo p lù fublime , nato , ficcome io credo , dal¬ 
la troppa fretta di avanzare cammino, pria di afficurarfi, e ben 
cono fcere le prime vie, che ci guidano. Chi il crederebbe, che 
un® dei metodi più profondi ed eftefi di quefto sì vafto e si ar- 
tificiofo compleflb di verità abbifognaffe di migliorare ed afloda- 
re la bafe fu cui fi appoggia ? Io voglio dire il celebre Metodo 
delle Fluffìonì , oflia Calcolo Differenziale ed Integrale , che a ra¬ 
gione fi appella ultimo sforzo dell’umana fagacitk ? Pure troppo 
impazienti gli Analifti di raccorre il frutto delle grandiofe fpe- 
ranze , che avevano col di lui mezzo concepite, oltre al trafo¬ 
rare con danno alcune parti del calcolo finito, fi affrettarono d’ 
innalzare 1’ edifizio pria di profondarne ed affodarne i fondamen¬ 
ti . Pare temeraria a quelli tempi la mia propofizione : ma la 
pruova è sì femplice e chiara , che non può incontrare oppofi- 
zione da chi che fia . 

Ognuno fa pertanto P <- r differenziare la quantità e. g. 

A-hy , ( ^ collante, y fluente ) fi fa equabilmente feorrere per 
un minimo tratto la quantità nel mentre che la fola va¬ 

riabile y fi va per un minimo accrefcendo con una proporzione 
al minimo viaggio fatto determinata dalle circoftanze . Quefto 
fuo minimo accrefcimento fi denomina dy: e quindi dopo quefta 
minima fluffione ella fi trova eflere A+y + dy, da cui levata la 
finita A+y refta dy differenza minima fra le finite feconda e 
prima , e perciò fi chiama il loro differenziale . All’incontro da¬ 
to il differenziale dy , peravere l’intera finita quantità, di cui dy 
è elemento' , fi prende la y colla giunta d’ una collante da de¬ 
terminaci conforme richiedono le circoftanze particolari. Se poi 
l’elemento farà negativo, cioè ~dy , il fuo integrale fi vuole, 
che fia Tempre — / quantità negativa. Quello è il metodo co¬ 
ltali- 
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ftante, ed il principio fondamentale , fu cui fi appoggia il Cal¬ 
colo delle Fluffioni. Ottimo è il-principio, ed utili teconfeguen. 
ze : ma non è completo . 

Imperocché da quello metodo finora cì viene infegnato 5 che 
1 elemento dy pofitivo dà Tempre per Tuo integrale ly pofitivo, 
e che 1’ elemento negativo - dy riconofce Tempre per Tuo inte¬ 
gre 1 > negativo, cioè-,. Ora quello è ciò, eh’è TalTo: perchè 
lcorrendo Tu d’una retta per un minimo 1 >, tanto può creTcere 
per un mimmo , quanto Tcemare per lo Hello minimo dy , il 
quale offendo traTcurabile a confronto ài y , tanto y + dy che 
f—dy Tara eguale a dy. Similmente fluendo — tanto può cre¬ 
Tcere nel Tuo genere di negativo, che Tcemare, e perciò —, tan¬ 
to può eguagliarli a —. dy , che a — y-\rdy: e conTeguente- 
mente tanto il .+ dy che il —.dy può avere per integrale Hh /. 
Come dunque Ila Talda la legge , che limita arbitrariamente al 
Tolo dy pofitivo l’integrale pofitivo y ; ed al negativo —dv il 
Tolo integrale negativo —, ; quando ad ognuno di tali elementi 
può competere promiTcuamente ±y ì 
Eppure da quello mal intefo e troppo riftretto Canone di me¬ 
todo prima baie del Calcolo delle Flulfronì ne nafeono delle 
conTeguenze equivoche , cagioni perenni di non equivoci errori . 
Imperocché affumendo pofitive tutte le quantità , i di cui ele¬ 
menti fono politivi , e viceverTa negative quelle , che li anno 
negativi ; ne Tegue di neceffaria conTeguenza , che poffo prendere 
quelle quantità , che non Tono volute dalle condizioni del pro¬ 
blema ommettendo quelle , che neceffaria mente efigono . Per 
mancanza di quell’avvertenza ( per tralaTciar altri eTempj che 
potrei addurre) è nata a mio credere la gran quillione Tra i più 
celebri Matematici ancora indeciTa dei logaritmi delle quantità 

negative. Perchè Te nell’eTprelfione differenziale che s’inte- 

y 


gra 
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gra comunemente per // , fi avefTe fatta la rifleflìone che 1 ' y 
può e Aere anche negativo, fi avrebbe inferito, che lo fteffo dif¬ 
ferenziale compete anche all 'y negativo , e che per confeguen2a 

il vero comp lUto integrale di è l+y : che perciò fono affet¬ 
te dallo fteffo logaritmo tanto le quantità pofitive , che le ne¬ 
gative eguali, e che la Logiftica di natura fua ha due rami rea¬ 
li continui, uno di qua, l’altro di là dall’affé : rami che furono 

il foggetto dell’ ultime più recenti controverfie fra i celebri uo¬ 

mini Eulero , che un folo ne attribuiva , ed Alembert , che 
li fofteneva amendue. Ciò però non è tutto: ma una tale aftru- 

fa ricerca, farà da me trattata ampiamente in altro luogo , in 

cui farò vedere, che la formola mifteriofa Z vero generai inte¬ 
grale del differenziale d£ rinchiude delle verità finora ignote. 

Qui però non finifce^il difordine , che ne deriva dai troppo 
limitato Canone d’integrare teftè accennato : vi fi aggiugne di 
peggio , ed è , che fi p oflr °»o prendere per immaginarie quanti¬ 
tà , che potrebbero effere reali pofitive o negative . E a vero 

dire fia propofta da integrare la formola v^z 17. yi dy: il meto¬ 
do comune prefcrive , che 1* integrale d 1 y~* dy fi moltiplichi 
per l’immaginario *^=1 : ma l’integrale di^» dy fi vuole che 

fia Tempre dunque S /*' dy quantità 

immaginaria. Eppure per il già detto, potendo effere/quantità 

negativa =—/, ovvero—^, la fommatoria può effere ( foftituen- 

do ~y) —(foftituendo _Z) 2^7, nel primo cafo quan- 
tità negativa) nel fecondo pofitiva: amendue reali. 


So 
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So, che mi fi dice, che il calcolo infegna nelle circoftanze 
particolari, quando fia y pofitivo , quando negativo coi fuoi 
elementi : e che l’attaccare nei fuoi principj un metodo irrefra¬ 
gabile da tutti concordemente venerato per un avvertenza che 
diviene fuperfìua, non può sfuggire la taccia di temerità. Maio 
rifpondo qui di palfaggio: primieramente, che fe anche folfe ve¬ 
ro, che le circoftanze particolari poteffero determinare , quando 
fi debbano afiumere gl’/ pofitivi, quando i negativi, farebbe non 
pertanto fempre vero, che generalmente integrando, tanto l’in¬ 
tegrale Sdy-y che S—ày è A ±y , e che non avendolo finora fat¬ 
to , ci fiamo allontanati da quell’ efattezza, la di cui mancanza 
non dà mai fimpunità in tali faccende. Dico in fecondo luogo, 
che tanto è lontano , che le circoftanze particolari fuggerifcano 
gl’/ pofìtivi o negativi, che anzi le forinole differenziali integra¬ 
te determinano i luoghi offra le curve loro corrifpondenti, e per¬ 
ciò effe determinano le circoftanze atte alla foluzione , non le 
circoftanze le curve, le quali diverfrficano di natura colla diver- 
fità dei fegni affiflì ai termini dell’equazione : e che confeguen- 
temente dall’ integrazione o mal fatta o non compiuta dipende 
unicamente o la falfa o non compiuta foluzione del Problema . 
Dico in terzo luogo , che fe ciò non può effere cagione d’in¬ 
ciampo , dimando perchè fra nata la controverfia dei logaritmi 
dei numeri negativi e della continuità del ramo negativo della 
Logiftica fopraccennate , e fi foftenga tuttora ; fe quella fola 
avvertenza ( come lo dimoftrerò opportunamente ) avrebbe ba¬ 
llato a metterci in iftrada per farla intieramente fvanire? 

— i 

Mi fi ripete di piùelfere collantemente SV" ~ u y^d/=: , 2 

ma fe / è pofitiva, la fommatoria è immaginaria; e polla ne¬ 
gativa ) diverrà negativa e reale . Ma come ( ripeto anch’io ) 
e quando fi faprà, fe 1 'y fia pofitivo o negativo indipendente- 

men- 
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mente dalla formola differenziale integrata, fe effa è Punico da¬ 
to , che quello Metodo ci efibifce per riufcir nell’ inchiefta ? Di 
poi, perchè tanta ripugnanza fin ora ad accordare alle incognite 
affette dalf ini rua^nario la realità? Perchè all’ affacciarli dell’ e f- 
prefftone S—* • la giudichiamo torto immaginaria, e fup- 

porto e. g. /— i. 2/' y — a.) fi conchiude generalmente : dun¬ 
que v' y = — —■- immaginario , e fi abbandona come difpera- 

ta ed impoffibile la foluzione? Perchè, fe mi fi accorda, per di¬ 
fendere affolutamente la pratica ufitata d’integrare, la poffibilità 
del valore negativo d’/ ; non fi conchiude , che potendo effere y 
negativo, potrà anche effere . 2 l r y ~ /^—1. 2^ ~ y = 

e per confeguenza V~ y negativa, piùttofto che condannar- 

— 2 

la perpetuamente all’ immaginarietà ? 

Dico in fine ( e quella è intrinfeca ragione ) che non fi darà 
mai un y pofitivo , che neceffariamente non gli corrifponda il 
fuo negativo , qualunque valore , anche zero o immaginario , fe 

gh competa j perchè dove termina l’uno, principia l’altro: e che 
perciò in tutte le poflibili circoftanze efiftendo , in tutte le pof- 
fibili circoftanze devefi confiderare : nè fi può da erto prefcinde- 
re fenza far forza all* intrinfeca natura della quantità inefauribi¬ 
le nel fuo fi urto per ogni verfo . Il determinarfi pertanto nelL’ 
integrazione della formola predetta all’uno o all’altro foltanto , 
è in pophe parole arbitrariamente Affare pria di faperlo da qual 
parte fi rinvenga la foluzione del quefito . Qual meraviglia pe¬ 
rò fe riftrettomi fra gli angufti confini della mia anticipata opi¬ 
nione ,- getti fpeffe fiate a male ogni ricerca e fatica ? Ma una 
materia di tanta importanza farà da me con più efattezza efa- 
minata a fuo luogo. 

Intanto conchiudo, che fe c’è ombra di verifimiglianza in ciò 

C eh’ ora 
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eh’ ora accennai, fono in diritto di dover effere pazientemente 
afcoltato ed efaminato dai Geometri più illuminati e più equi 
ad onta della univerfale anticipazione . Io certamente convinto 
da quelle e d’ altre per me fortiflìme ragioni ho Tempre creduto 
rimanervi ancora nei metodi analitici già conofciuti ampia meffe 
di ricolta e per noi e per i noflri Poderi : purché non ci credia¬ 
mo più ricchi di quello che fiamo, e corrifponda la lena al de- 
fiderio ragionevolmente concepito: fenza di che s’incontreranno de¬ 
gli oftacoli e delle perpleffit'a, le quali febbene fin ora coi fuffidj 
ufitati fieno inoperabili , non fi proverà mai efler imponibili nuovi 
mezzi per vincerle: perchè ci devono efifere e ci fono le fue vie 
per arrivarvi, febbene tuttora ignote. Affidato a quella certez¬ 
za di elle ne vado in traccia , e fpero di averne fegnate le prime 
orme : premettendo un efame ferio ed imparziale delle prime più 
femplici nozioni, a cui l’opinione univerfale ci preferi ve imperio- 
fa un cieco alfenfo : perfuafo che in quelle o confufe o non Svi¬ 
luppate abballanza, unicamente rifieda il principio fatale di tutte 
le dubbierà., e contraddizioni, che s’incontrano nel progreflo . 

Pollo ingannarmi: anzi la cognizione della mia debolezza para¬ 
gonata con tanto univerfal valore , che mi Ha a fronte , mi ha 
fatto piu di quello forfè mi farà. creduto nemico di me flefifo, e 
delle mie conghietture. Ma non fo fe la mia Fatalità o la forza 
irrefillibile del vero , quanto più mi affaticava per difingannar- 
mi, tanto più mi fece credere di poter trafpirare un Metodo at¬ 
to ad ifgombrare moltiffime difficoltà tuttora infuperabili , e di 
grandiffima ellenfìone, a cui non ballo folo per coltivarlo. L’ac¬ 
coglimento però con cui fono fiate ricevute alcune mie Propoli- 
zioni , mi ammonifee di ciò, ch’io fin ora Solato debba afpet- 
tarmi per 1’ avvenire • 

Pria pertanto di avanzare paffi ulteriori mi annuncio al Pub¬ 
blico con quelle tre mie Memorie ( fotto il titolo di Rifleffiò- 
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ni ) che fpargono alcuni femi di quelle verità , eh’ io credo di 
avere feoperte , nello llefio tempo che ci conducono a dimoftra- 
re pofhbile il famofo Cafo fpacciato ora per affolutamente Irre¬ 
ducibile . 

La prima dimoftra coi foli metodi noti la neceflìth di alcune 
equazioni, fuggeritemi da alcuni principi di un nuovo Calcolo 
Efponen^ale e Logaritmico . Ma perchè quelle fembrano a primo 
afpetto contradditorie , così ad onta dell’ efattezza del metodo 
che me lelia fuggente, erano efpofte a mohiffime oppofizioni , le 
quali tutte raccolte infieme mi anno data materia alla accenna¬ 
ta Memoria . 

Ea feconda fofliene alcune altre equazioni, con cui dimoftrava 
la poffxbilit'a della foluzione generale del Cafo creduto Irreducibi¬ 
le . Ma perche la prevenzione radicata del contrario le ha fatte 
credere illegittime , così ho eflefa quella Difefa , in cui mi di¬ 
chiaro anticipatamente , che fotto il nome d'Oppofttori non iolo 
intendo que’ Valentuomeni , a cui le avea comunicate , che mi 
anno onorato delle loro ragionevoli oppofizioni ■ ma me ftelfo 
ancora, il quale preoccupato dalle idee comunemente abbracciate 
ho fempre fatta forza a me fteffo, e con difficoltà e ripugnanza 
ho feguite le traccie del mio nuovo metodo , che mi guidava 
per altra via da quella univerfalmente battuta . Il compleffo pe¬ 
rò e 1 accordo di varie dimoftrazioni mi ha fatto finalmente 
convincere dell efattezza del metodo , e ad effo intieramente af¬ 
fidarmi . Ho ftxmato però opportuno di qui pubblicarla , e per- 
chè fu quelle equazioni è appoggiato il principio della mia fuf- 
eguente Memoria , e perchè ci fono a mio credere delle avver- 
tenze , che ,p°{fono efifere utili ad ifcoprirci alcune occulte ca¬ 
gioni d equivocazioni nel Calcolo comune . 

La terza finalmente appoggiata all’ equazioni dell’ antidetta , 
e ad altre ragioni fortiflìme dimoftra la poffibilitk della fola- 
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zione del Cafo in quiftione. Sebbene in quella io mi lufinghi 
di darne la compiuta foluzione (ragione che varrebbe per tut¬ 
te ) ; pure non ofo di tanto arrogarmi, e folo mi rifìringo fra 
i limiti di una ragionevole poffibilità , finché non vi fi aggiun¬ 
ga il decifivo giudicio dei noflri più celebri Matematici. Tanto 
più che in un altro mio Scritto , che pubblicherò ( il quale 
fervirà a foddisfare indirettamente alle difficoltà che fi potettero 
opporre in quello ) rimontando fino alle prime nozioni analiti¬ 
che, in cui forfè fi fcopriranno delle verità nuove, atte a fvel- 
lere alcune radicate prevenzioni , tratterò con quell’ ellenfione 
che ricerca il difficile ed effenziale affare analitico della foluzio¬ 
ne dell’equazioni , fra quali farà dedotta dai fuoi principi, io 
fpero, la foluzione di quelle del terzo grado,per cui fi conofce- 
r'a la Scurezza ellenfione ed univerfalit'a del metodo Cardanico 
di cui a mio credere non fi è conofciuto abbaltanza fin ora il 
pregio e l’importanza. 

Che fe poi l’uno e l’altro di quelli miei Scritti farà giudi¬ 
cato fallo dal rifpettabile giudicio deli’ Univerfale dei Geometri, 
convinto fenza equivoco del mio inganno non avrò difficoltà di 
confelfate io fletto la ferie di quegli errori , in cui mi avellerò 
tratto principj mal intefi o male applicati , e mi rifparmierò 
la fatica di condur a fine un altro più ellefo lavoro . 

Vorrei foltanto , che que Matematici , che ben confcii delle 
graviffime difficoltà , che s incontrano in alcune parti dell’ Ana- 
lifi ( difficoltà che refluirono ollinate a lunghezza di tempo, ed 
al valore dei più rinomati Maeflri, ) fono convinti non po¬ 
terli tali perpleffità attribuire che alla fcarfc-zza e infufficien- 
za dei metodi ch’ora abbiamo; non trafcuraflero per la cogni¬ 
zione che anno del mio fcarfo fapere, e per l’ofcurità del 
mio nome di efaminare con attenzione ed imparzialità ciò eh’ 
ora ed in progreflo pubblicherò. 


ME- 



Cella necejjità delle equazioni — 1 ^i—q _ 

l ~Y'-i l+l / 'TClj~ 1+1/-^ 

Ebbene le verità da me indirettamente dimo¬ 
riate in una mia Memoria, che ha per tito¬ 
lo Principi di un nuovo Calcolo Efponeir%Ìa- 

le * Logaritmico fieno fiate dedotte dalle ope¬ 
razioni pii» femplici del calcolo analitico da 
tutti univerfalmente abbracciate ; pure per¬ 
chè quelle ci fi prefentano fotto l’afpetto di 
paradolTo , e fembrano opporli a quei ftelfi 
principi, da cui difendono; mi veggo in neceffità, pria di profe- 
guire il mio lavoro, di liberarle da tutte quelle obbiezioni che 
fono fiate fatte e che potrebbero per avventura farfi da chi’ non 
c a capo di quel metodo che nie le ha direttamente fommini- 
i rate . Quello , lo fpero , farà evidentemente conofcere quanto 
ancora fumo lontani nelle verità fondamentali e pili effenziali 
del calcolo da quella precifione e chiarezza, che ci munifica dal¬ 
le equivocazioni e dubbierà , per avere riftretti fra troppo angu- 

fti 
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IH confini i principj, che ci fervon di guida nelle ulteriori ricer¬ 
che, i quali di natura fua fono forniti di una maggiore eftenfio- 
ne e generalità. 

§. 2. Per tor via però, per quanto mi è poffibile , ogni adi¬ 
to ad ulterior ragionevole obbiezione , divido quella mia Me¬ 
moria in tre Articoli. Nel primo farò vedere, che fe le mie 
confeguenze , febbene meravigliofe e ftrane , non folfero vere , 
non potrebbero elfer veri i principi più elementari ed incontra- 
fiabili del Calcolo analitico. Dimoftrerò nel fecondo ad eviden¬ 
za che le flette mie confeguenze fluifcono pure immediatamente 
dai comuni noti principj : di modo che fe fi condanna il filo 
dei miei raciozinj, perchè anticipatamente fi credono f a lf e le 
mie illazioni ; per la ftelfa ragione fi dovranno rinnegare i co¬ 
muni principj conducendoci eflì pure alle iftefie identiche confe¬ 
guenze. Nel terzo fi conofcer'a apertamente, che quelle confe¬ 
guenze che fi fpacciano per alfurde , anche fenza la fcoperta A 
nuovi metodi non fono poi tali, quali a prima villa ci fi pre- 
fentano . Ed in fine per darne P ultima più convincente pruova 
prenderò ad imprellito dal celebre Sig. d’Alembert una formola 
milleriola da tutti gli Analilli approvata , ma da nefiùno inte- 
fa in tutta la fua ellenfione, dalla quale caverò immediatamen¬ 
te quelle flette identiche equazioni che mi fi combattono. Dalle 
quali cofe tutte fi comprenderà, che tali apparenti contraddizio¬ 
ni non fono mie, ma proprie del metodo comune che fi maneg¬ 
gia, bifognofo di maggiore ajuto per dilucidarle, e giultificarle. 

articolo primo. 

§. 3. E qui primieramente ofTervo che tutte le obbiezioni 
che fono fiate fatte, e che fi ponno fare alla verità delle mie 
illazioni, traggono origine dalla ripugnanza che ognun ha di 

do- 
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dovere ammettere il negativo eguale alpofitivo, l’immaginario al 
reale: contraddizione infanabile, che deve con franchezza determi¬ 
nare ognuno a condannare di falfo tutto il progreffo, che a tali 
affurdità conduce fenza altro efame e fenza afcolro. Ma quelle ap¬ 
punto fono quelle contraddizioni dall’acutiffimo Sig. Eulero indi* 
cate nella fua celebre Memoria dei Logaritmi dot numeri negativi 
ed immaginarj negli Atti di Berlino an. 174?. in cui continuamente 
fi da di petto calcando le traccie dei metodi fin ora noti. Se dun¬ 
que dimoffrerò che le mie confeguenze fono legittimamente de¬ 
dotte da verità comunemente abbracciate; mi pare di poter effere 
111 diritto di efigere , che fe fi rifpettano i principj noti ad onta 
di tali difficoltà, lo fieffo fi faccia colle mie confeguenze, ed ab¬ 
bacando il capo all’ imperiofo potere della verità , fi ricerchi o fi 
appetti a fuo tempo lo fviluppo di tali apparenti contraddizioni. 

§• 4. Entro dunque in cammino , e mi metto fotto gli oc¬ 
chi 1 equazioni da me accennate che fi accufano di contraddizio¬ 
ne , che fono X. __ 1 ‘~ ^ 1 ~? __ J + ^— 11? I~ ^-if? 

~ i+/x^ i—fi' —rj- ~ i + 

per efamìnare fcrupolofamente, fe effe difcendano legittimamen¬ 
te da principj noti j e fe mi fia nei maneggiarle prefo nefliin ar¬ 
bitrio ( come vedremo fe lo prendono gli altri per contraffarle ) 
con cui abbia a forza obbligato fAnalifi a fecondarmi. 

§. 5. Principio dalla prima cioè da ■ I ~^ ^ 1 * l ~ q eh’ 

I - r 1 —q I -fi 1—7 

10 foftengo tanto legittima, quanto è vero l’incontraftabil princi¬ 
pio da tutti ammeffo , che Io fieffo fattore cioè che moltiplica 
tanto il numeratore che il denominatore di una frazione, non ne 

altera punto il di lei valore: onde abbiafi fempre-^~^-z= - 

g . b m b b 

unico principio , eh’ io chieggo che mi fi conceda, e che pren¬ 
derò come un incontraftabile affìoma. 

§. rf. 
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§• 6 . In fatti chi c’è, che polla negare la verità delle equazioni 


, (“■ I ) > • 1 4 - { I-H ( — i) 7 + ( — i)? 


Y > 4-7 


1 r. 


1)1 + ^(-o+(-o h- ‘. ? v _ 

k ^-;-5=7- * * acci ° — x j e mi fi 

(— O 1 — i (-i)-f-(-i) . ? 


c i -f- ^ i —? ^—14- ^ — 14 -y r . 

prelenta -- - . -„ z = ^ ^ ^ : confeguenza che 


vo¬ 


lentieri mi fi accorda . 

§. 7. Ma quefta ultima frazione retta invariabile nel fuo valo¬ 
re per 1’ affioma aflunto , febbene fi divida tanto il di lei nu¬ 
meratore, che il denominatore per la ftefla i /'~ 1 : dunque farà 


I + f-'-h* 


^-■+ ^ = _ 

S-i- S-i-i-i i — _L- fS— 


. . Ma per lo fletto af- 


'-.1 I 


4 -? 


fioma moltiplicando e dividendo il coefficiente Y— del radi¬ 
cale if— i+q di quella ultima frazione per lo fletto ^-^ì, farà. 


?y+ __ I+ ^ f “ I+f 


1 + 


^ —1 ^—i 4 -f 


1— 


S=i. jr=j+i 

—1 
1 + 
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i + 


i — 


*5 

__ _ 1 - 

l/— /~ZTT -H i+ 


Y — i Y — i-f-^ 


i- s— y: 


■ x +? 


ponendo Torto il fegno radicale i. 

§. g. Per la qual cofa, fe tutte quelle trasformazioni non al¬ 
terano punto, per l’affioma affamo, il valore della frazione, farà 


y~ZZ~ 4_ Y 

neceffariamente— 1 ' 


+9 m 

V ~J_ — Y — I -fq 


* , l • Ma (§. 6 .) mi 
I “T * I —? 


è flato accordato 


YZ 


I -f- Y _ t q_ ? 1 4- ^ I — g 


V — i — Y — i -f- <7 I — Y i —5 


: dunque 


i 4- v p i- ? _ i — Yi - q 

i - ~ i 4 - 


Il che ec. 


§. p. In tutto quello progreffo , come ognun vede , io non 
alzo a poteft'a, non eflraggo radici, onde abbiali a dubitare del¬ 
la CU ve rii t a delle radici atre a dare la ftefla poteftk : altro noli 
faccio, ripeto, che partire dal principio da tutti accordato, ed 
alfunto da me ficcome alfioma , che lo fteflo fattore che molti¬ 
plica il numeratore e denominatore della ftelfa frazione non ne 
altera punto il di lei valore. Se quella dimoftrazione, che coin¬ 
cide con quella della mia citata Memoria non è legittima , io 
confeflo che non ho più criterio per giudicare della verità o fai- 
fità d’una equazione. 


§• io. So che accordandomi^ 1 ’ equazione 1 

I — Y x —q 

i — Y~ l>t iS —jj, 

zz 7777 ^=-—-r - — mi fi rifponde, che per non turbarla, 

‘ 1 • Y 14-^ 

mi fi rendeva necelfario trasferire dentro del fegno radicale, 
— I . / — i elevata al quadrato tanto nel numeratore che nel 

D de- 
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denominatore, e mi fi farebbe di nuovo prefentata l’iftefla iden¬ 
tica equazione. Ecco in campo l’arbitrio , che vuole a capric¬ 
cio limitare prìncipe generali, onde ci dieno rifpofta a piacere. 
Perchè egli è infallibile , che non è neceffario di alzare al qua¬ 
drato che quella quantità , che effendo femplice voglio colloca¬ 
re fotto il fegno radicale . Ma non mi fi dimoftrerà mai la ne- 
ceffità di dover collocare fotto il fegno radicale anche il fattore 
(*- i), e perciò alzarlo al quadrato, perchè non mi fi dimoftre¬ 
rà mai la neceflìtà di dover collocare fotto il fegno radicale 
una quantità fuori di elfo , febbene patta a piacere farlo , fe 
così mi torna . 


§. li. Confeftò che non ci veggo altra neceftità, che quella 
di volere fchifare una neceffaria equazione , che fi ha anticipa¬ 
tamente giudicata aflurda , e con ciò limitare la regola della 
moltiplicazione dei radicali generale di fua natura, che non ha 
eccezione , onde far violenza al calcolo per fupporre ciò che ft 
deve provare . Perchè non mi farà mai interdetto di potermi 
fervire dell’ un modo piutrofto che dell’ altro, che mi dà per 
quello appunto 1’ equazione che fi combatte . Ma accordando 
anche tutto ciò che fi vuole da me, non ci riufcirà mai di 
allontanare la temuta equazione. 


§. i2. imperocché accordandomi l’equazione 


— — T . /-i + y 

I “f" ^ — I • ^ — I -\-q 


I- ^ l-q 

I 4- ? T-q 


, fe alzerò al quadrato come mi vien 


preferì tto — i . S — i 


fi avra 1 ~ ^ *~i 
1 "f- ^ l—q 
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eh’è poi Tequazione, che fi condanna. Mi fi rifponde però, che 
in quello cafo non è legìttimo tal modo di operare: ma che qui 
fa d’uopo porre fiotto il fegno radicale la femplice co¬ 

me ho nella prima praticato . E perchè? perchè operando altri¬ 
menti ritornerebbe l’equazione , che non fi vuole. Ma quello 
certamente è far lervire il calcolo all’ anticipata opinione . E 
non è quello in fondo fupporre ciò che fi cerca? 

§• 13. Concedafi non oliarne per poco V afierzione arbitraria, 

e poiché 1 _ J_ avrò HEÌ 

~ I — I I 4- V L — q 


I + S — f S — i-f-* 




[+' “i+J 



j-1-? 


_ x + f^r±} 


: adunque 


I~ V V'-l+q 

I + I • ^ — I -f- ? 


= ? 0 gittando , come mi fi preferive in 

quello cafo, il femplice fotto i fegni radicali, L" ^ l ~i 

1 -f nr. 


1 + ^ 


— , 4 =!: tempre la ftefla equazione, che fi vuole fuggire. 

I 1 — K 1 —- ? 

§. 14. Mi fi potrebbe replicare, che nel primo membro con¬ 
viene alzare al quadrato - , e porlo fotto il fegno, nel 

fecondo poi il femplice . Ma io foggiungo , che quella av¬ 
vertenza però, dovrebbe elfere preceduta da un’altra. Perchè ac¬ 
cordandomi che —:— -r== — 1 tanto può nafeere dall’ 

1 + ^-1 • 


D 2 


ef- 
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Memorpa Prima. 
efpreffione ---7 ... q 3 che dalla —— 77 ^=—- , non mi è pof- 

I— y 1—q I “r ir 1 —5 

libile determinare qual modo competa piuttofto al primo mem¬ 
bro , che al fecondo , dei due che mi fi prefcrivono nell’ equa- 

210ne 7 lTZr== -17^=7-= ~- 7=4—fe prima 

non mi fi faccia fapere da quale delle due è fiata 0 fi vuole 
dedotta : nel che fi vede che anche in tali materie , ove domi¬ 
na l’arbitrio , domina la confusone . 

§. 15. Ma vedali quanto fi a grande la forza della verità ! 

Nell’ efpreffione unica ~~ x ‘ 


1+ 


ora fi vuole , che fi 


alzi al quadrato — 1/ — Y per porlo fotto al fegno radicale , 
ora il femplice Z'~i . Nel primo cafo la frazione fi eguaglia 


1 + l/l— q 


-, nel fecondo a 


1 - l/~, 


r z : ma quelle due ulti- 


1— /1 — q I f ^ I — q 

me frazioni fi foflengono ineguali , dunque f ifleffa unica efpref- 


fi eguaglierà nello fteflo tempo a due 


fione l - - —~J_ ' - '-LI 

1 + 1/-1 . {/-i-i-i 
quantità ineguali . Ma ciò finalmente è dimoflrare e conferma¬ 
re con quello fleffo argomento , con cui fi crede di abbattere , 
la mia fentenza : poiché io altro non foflengo , fe non fe che 
la fleffa efpreffione può eguagliai a due di veri! valori fecon¬ 
do che viene variamente modificata : e x che perciò fi può fare 

1 ^I Zl z=z 1 "" ^ -A , potendo la prima trasformai nella 
I~ 1+ / 

feconda , e la feconda nella prima , e quinci f una invece dell’ 
aLtra nel calcolo foftituirfi. 


§. 16. 
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§. 1 6. Per tor via però ogni potàbile futterfugio ripiglio la 

K 

formola generale del §. 6 . i - X^. —1 

(- O r 

(- 0* + (- 0*- y~ . . v v r . 

== ---j-- , in cui K può elprimere qua- 

(- 0* “ (- 

lunque numero . Egli è facile a comprendere effere 

K K K ,_K 

(- 1 )“ + (-0*. /T=i (- I) r + (- f/ l - 1 


(-x)T_ (— i) r . V 


l — q 


(-!)• -(-!)“ 


f/ l—q 


K K r 7" ir 

— (- X) T + (- l) 7 


£ ponendo folto il fegno ra« 


K k , -£- 

(- x) r - (- i.)« ^(-or 

-5 

dicale ( — I )*•* , giacché non mi può eflere mai interdetto di 
poterlo fare . Pongo ora K = 4 , effendo arbitraria la deter- 


minazione di K, ed avrò 


0 7 + (~ *) T - 
(- 0 * - (- 


_ (— l) r + (- l)* 7 . 

(-!>*_ (- l)« F,..,)’.— 


: adunque 


(- o + c~ 0 

(— l) ' (— l) V l—q 


(-0 + (-0; ^< 

(-1) - (-0* 


ma 


fecondo r univerfal confenfo (— 1 )~ = — 1 : adunque final- 

men- 


I 4- r- 


Memoria Prima. 


‘9 __ I — 


: equazione, che Tempre più 


3 o 
niente 

I- 7T~Pt=} 

vittonofa riforge , quanto pii', la fi combatte . 

§. 17. Dopo di avere gluftificato, come credo, abbaltanza il 
metodo da me tenuto che mi conduffe alla prima equazione 

UlÌCl^I _ 1 - 

^1 —1 _j_ t/~[zr q * propongo da efaminare una nuo- 
va dimoftrazione , che ci convince della verità dell’ equazione 


ancora più temuta, cioè di 


1 + 


+■* 


1 ± tlIS 
1 - ~ I +^ff , 

1 + 


. Per 


1 - 


ciò fare ripeto la forinola del f. T 6 ., 

= ( -■>•+ (~,)àrC T=: A 

( Tì ~ i —== ed appoggiato Tempre all’ 

( ~ 1)2 - (-0“ ^c-o ? 

ai.unto affioma divido per (—i)»- s tanto il numeratore che 
il denominatore dell’ ultima frazione certo di non alterarne il 

Valore 5 e mi fi prefenta * 


1 —q 


K _ K 


C- O r -+ K -, )»-. 

- i-ì - =r . Oliervo , che pollo 


“ (-0‘ s - 

K- = 4 g — 1 ( giacché Tempre mi è permeilo di farlo ) ? è 

collantemente (_ i)~ = - r=T', fupponendo ^ eguale 

fucceffivamente alla ferie dei numeri naturali 1, 2 , 3, ec. per 
cui nafce 4 £ - 1 = 3 , 7 , 11, 15 . . . ec. All’incontro 
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4 JJ-I , ^ 

(-0 4 =± (- i) 4 ”; poiché porto g = ! , fark (»i)7 
= (- O r : s = 2 ; (- O 7 - (- x) *= (_ i)\ (_ j)« 
= - : fatt0 £= 3 ; (~l) ? = (~l)‘* 4 = (- I >. (__!)*■ 

== C— I ) 4 ec. Saiìi pertanto 

I — 1 —q 

= ^ - 1 + + (- o« + 

- ^c-.r-r.Tt;x”+ (-i)«j- 


“ ;--—7-——£ ponendo fuori del fegno ra- 

± (-i) T - (-x)< #ctì=j 

dicale i : adunque dividendo s'i il numeratore che il deno¬ 
minatore per (-x)l, fari, finalmente i± 

I— /^I— ? 


—-——— ——— - odia 1 ^ x — ? 1 -f- —x-f—*/ 

1 ““ * — l+f I— f^ì^q I — S— p_{_ ? 

i — /^zzfqp^ 

i -p ffZI^q * C ^ e ^ ono * n ^ ne f° rm ole della mia 


citata Memoria, le quali non fi ponno ripudiare , fe non fi di- 
mortri artiirda la ftrada , che mi ha condotto : nè quella fi pro¬ 
verà mai tale, fe non nel cafo , che fi voglian in alcune circo- 
rtanze , in altre non fi voglian veri i principj piu generali dei 
calcolo , limitandoli a capriccio della prevenzione che vuole , 
non cerca, quel rifultato che più le aggrada . 

§. 18. Defidero che i Geometri a fe fteflì coerenti fenza rin¬ 
negare o reftringere nefiuno dei principj fondamentali del calco¬ 
lo tenuti y per infallibili e generali dal comnn confenfo, m’indi¬ 
chino in che pecchino le iuperiori dimoftrazioni. 


A R- 
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ARTICOLO SECONDO. 


§. ip. Ma qui mi fento ad invertire colla maffima di tutte 
le portìbili difficoltà, . Come fi può , mi fi dice , accordare per 
legittime equazioni , di cui la prima ci da il politivo eguale 
al negativo, la feconda ancora più ftrana il reale all’immagina¬ 
lo ? Non ballano forfè tali arturdi per autorizzare chiunque a 
rifiutarle fenza nè meno voler fapere con quale metodo fieno 
Hate dedotte ? A tale fortiffima obbiezione potrei rifpondere 
che fe è legittimo il filo delle mie confeguenze , fe dedotto da 
principj da tutti accordati ; non s’incolpi me delle flrane confe¬ 
guenze , che ne rifultano , ma 1 ’ Analifi comune : e fi fofpetti 
pi ut torto appiattarfi in quelle ofcurit'a, che ben fi confettano da 
tutti i primi Analirti la cagione fatale di tali difordini . Ma 
perchè farebbe quello uno fcanfare piuttorto la difficolta , che 
fcioglierla , mi rivolgo a dimortrare ( prima di far vedere che 
non fono poi tanto evidenti le contraddizioni vantate ) che le 
flette confeguenze nafcono immediatamente dai principj piiradot- 
tati del calcolo , le quali non pottono fchifarfi , fe non fi dia 
di petto in contraddizioni maggiori : onde fe fi dovettero ripu¬ 
diare per tal ragione le mie illazioni , dovrebbonfi a molto 
maggior ragione fovvertire tutti i fondamenti del calcolo ana¬ 
litico . 




20. E prefa primieramente f equazione 



--_ 'C-L —f. fviluppata che fi a 

i + r — 1 


ci r~ 


oflia I =— i : dunque , fi dice, aflurda . Vediamo però fe allo 
fteflò fcoglio ci conduca il metodo ordinario. Non è egli fra gli 

Ana- 
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Analifti comunemente certo, che === ; y~ *»__,»? 

adunque per la fiefia ragione farà anche X 5 ^ 7 * = v r ^. ^ a '—b' : 
e pofto nella prima in vece di V"~l\— a * il fuo eguale 
^Z 7 . , avremo — * 7777 . ^Z 7 . * 7 ?=;, 

Ma fi vuoie che Tempre in tutte le circóftanze fia 
= •— i : adunque Y^— 6 * — — y r a i — b x , ofiìa i - - i , con- 
feguenza aflurda quanto la -mia : adunque aflurdo il fupporre 
Tempre ^ —i. = — i, conTeguenza , che atterra 1 * uni- 

verTale conTenTo di tutti i recenti Analisi . 

21 * Emendo però la coTa di lomma importanza proTeguià- 
mo le noitre rifleflloni, e facciamo vedere le contraddizioni che 
naTcono dal metodo comune di calcolare. Non credo pertanto fi 

avrà difficoltà ad accordarmi le due equazioni I. — . 1 _ 

— Y~ t = i —^ . La prima è in ogni caTo voluta dagli 

Analifti : naTce la feconda dal moltiplicare la prima nel commi 
fattore m . Di fatto divifa queft* ultima per A'm, mi reftitui- 

fee la prima — Yzr; = —L =l% Ora poiché y~zf = — ^^7, 

Te moltiplicherò l’uno e l’altro membro per V 7 w, avrò ~C=^ 

y — i 

2=3 ^ ~i . ^ 7 , ofiìa per la feconda \~ •=. YZZ^\ e 

perciò i + ìTr = i - r - 0 = i + 

i - ^-77 

I -f- Y — m 

ofiìa 


ti Y m 
x + 1~ 

*"*77 

1 =7 

E 


adunque per necefiaria conTeguenza 


i — 


, pur- 
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odia f ^ ^ - r - ss i- — 7 ~ m fe è vero, che fia, m : 

eh’è appunto l’equazione che mi fi contrafta, nata immediata¬ 
mente dai principj comuni, la quale ci dà i =— i. 

§. 22. Avanzo cammino, e poiché mi fi concede l’equazione 
i+- 4 = 

I + I — ? _ F ~ 1 I __ 1 ^— i+i 

I — 1 - ~ L / ~ 1 T t 1 + ^ ~TT V —1 + ? 

V-i | 

chè in queft’ ultimo membro alzi al quadrato Y unità negativa 
per porla fotto il fegno radicale , onde rifulti 1* identità della 

forinola ^ » - - 1 + ^- + « 

i- 4 = </-■ + ? i - ( - 4 

I 

i+ ^ 7 = 7 . 

~ x_ * 


poiché I + P—i-fq 


= i — V— i. V — i-\-q ; farà i + 1 4- ? 


ss i + (- r—) 2 - 1 • offia 

V'-i-i zi j/\-1 • Ora queft’ ultima formola mi pre- 

V^\ 

fenta due equazioni I. Vi — q =3 Vi—q.AÌ. y— = VSTT.j 

dividendola pel comun fattore V~~+T q . All’incontro ponendo fot¬ 
to il fegno radicale ( ficcome ho fatto io ) il femplice VZT X , 

mi lì affaccia V— i+ì= — ^ — i — i : c h e mi dà le 

_ i ,_ 

due feguenti I. V~ q — — Vi— ? ; II. y~~ = — ' • 

§• 23. 
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§. 23. Ora io cosi la difcorro . Il metodo che unicamente fi 
adotta per legittimo ricerca necefiariamente, che fi avverino nel- 

lo ftefiò tempo le due equazioni Vi — ? = V 1 — y——V— x : 

nel metodo da me praticato fi verificano nello ftefiò tempo l^altre 
due VI ” V l 37 , e p — Adunque io ricavo 

una manifefta contraddizione nelle oppofizioni fattemi. Imperoc¬ 
ché fe fi vuole 1’ equazione Vi —q = VZZT q , conviene necefla- 

riamente ammettere l’altra che rifolutamente fi 

niega: perchè la prima non può avverarfi fenza la feconda. All* 

1 

incontro fe fi adotta unicamente, come fi fa, la fola jFfq- 

VZTT, conviene neceflariamente approvare l’altra, che na- 
fce dal mio metodo , cioè V i — q — — V 1 — q J che apertamente 
mi fi contrafta. Io non veggo come pofla falvarfi nella fentenza 
Comune 1 aperta contraddizione y che da tale raciozinìo lì mani¬ 
fefta nelle oppoftemi obbiezioni . 

§• 2 4 * Aggiungo un altra nfleflione fondata nella formola 


Ir- 


—i-H 


1 • 1 -f _L_ ^—i+f 


Fri. 1 — _i_ 


1 + -L_ {'-H-* 






1 — 



i-H 

l 


1 + 


E 2 


S 6 

I 4 -~L - 

r-i . v~ 


1 m 
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i — . 


ZTv ^ ’ Ch, io crecl0 > che niuno P ofra ragione- 


v. _i. v-- 

volmente credere alterata nel fuo valore per le trafmutazioni da 
me fatte , perchè, replico, Tempre fondate nell’afTunto affioma . 
Ciò pollo, fe è vero, che iT=i. ir- i, f ar à anche vero, 


che 


i+—i K=i 

vz^.v rii 


i + -L W=ì 

~ A i \ 


i -f_?L—L lmmm , y~l 

vzTj.kzì 1 -ii + 


i - v~ q 

7 =-, e perciò 

' -f 


I -f- v,— q I — . 

r ~V^r q 7 +VÌ=T q 5 ec l uazione che mi fi niega . Che fe è 




falfo , che fìa — 

+ i _ 


_ F,— 3 - r + r—' 

i + ^- v — 

Vi—, 


1 I + V~q 

~ 1 - 

y 

i! 

li 

i 

il 


i 


( 


^ : far'a dunque anche falfo 
? 

r r-If ■* 

ciò che non fi vuole) che fa Tempre eguale all 5 

unita negativa : perchè a volere che Tempre fìa -~ r 

v -i *- 

i + _i_ ^ 

*— "- 1 t . 77 — 

, è necelfario, che nella fe- 


v~\ . ^ i_ , 


^-ì. 1 


i - cir¬ 


conda legittimamente difcefa dalla prima fa r— . y'*— — ir 
confeguenza che alfolutamente in ogni circolìanza fi niega. 

§• 2J. 
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§. 25. Che più! ripiglio 1 efpreflione ; » e P 0> 

chè tutti accordano che V~i = 5 e — v ~ l » foftl ‘ 

tuendo nella frazione, invece di KIT, — V-i i loro eguali, avre- 


mo 


I + / — x . V 
I — S-t. Vi-*, 


I - — -f'-? 

rri i 

i + i= ' 

- r-x | 


che ridotta ci dh 


r—• / r i—? — ■— i * d- 1 ■ Vi—q c dividendo da una 

r r -‘ r- 

e dall’altra parte per il comune fattore V~i + , « fi pre- 

fenteA Vi~—- V ”, ed i = — i, eh’è appunto la ftefla per 
cui fi condanna il mio progrefTo, e la mia equazione. 

§. 2 6. Se fi vuole adunque giudicare con equità e fenza pre- 
venzione conviene convertire quella ftefla arme contro di me ri¬ 
volta , contro del metodo comune : e fe è falfa la confeguenza, 
dichiarar falfo il principio, da cui qui fi dilcende. e perciò fal¬ 
lo che fia ?=i = e - KSf = ^- E P erchè non fl 

ponno aggiuftare le partite, fe non fi faccia V-1 == ^ 

viene per una ftrana contraddizione a ripudiare fenza avvedeiTe¬ 
ne l’unica equazione ( - i ) ^ = - i , per vòlerla efclufivamen- 

te {ottenere, e fi protegge l’altra (— 0* == i con quei ttefìi 

sfor- 
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sforzi , con cui credevafi di atterrarla . Conchiudo che fenza nuo¬ 
vi ajutt non fi fcioglieranno mai tali nodi. Ma intanto fe e dai 
prtncip; noti e dai miei nafcono le ftelTe confeguenze , fuffiftono 
i miei principe quanto i comuni, e vere, febbene fembrino Ara- 
va s anti per mancanza di qualche mezzo , le mie equazioni. 

ARTICOLO TERZO. 

27. Ma fono poi così Arane e così evidenti le contraddi¬ 
zioni , che nafcono dalle mie egualità', che ci obblighino a ri¬ 
pudiarle ficcome affurde , febbene non vi fi poto indicare errore 
nella firada tenuta per pervenirvi : Quello è ciò , che mi refta 
da efaminare , e fpero di poter far fofpettare almeno , che P 
origine di tali difordini è appunto dove meno fi farebbe credu¬ 
to di rinvenirla, cioè nella riftrettezza dei metodi fin ora noti: 
tanto fono fallaci i giudiz; degli uomini anche nelle materie , 
che fembrano le più dimoftrate , quando fi credono muniti di 
ciò , eh’ è neceffario a formare una decifiva fentenza . In fatti 

dalla prima forinola l'viluppata fi ricava 

v ~q = — y che fi fpaccia per un’ aperta contraddizione . 
Ora per far conofeere , ch’ella in fatto poi non è tale quale 
a prima vifta fi crede , dimando fe egli è vero , che fa 

Vx-q ==r | —• ~~i (I)r e chi ne può dubitare? dunque fark anche ve¬ 
ro, che Vx-q = VZZ x j^ q e CQS \ p Ure __ v~ q — 1 -f? 

1 I -1 -1 

= - ** adunque - = _ V~ (H) Che fe 

facciafi della prima equazione — - V~ d e n a f ec0 nda, fa¬ 
rà 
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ù anche Vl_ l j rq — - V-l . ma quell’ ultima è 

vera perchè j dunque anche vera la prima 

— V^q- f att0 e (Tendo — V^ZT q = VZ X . r~. ? avremo 

per la fuppofizione Vi~^~:VZ^. ^^7 rfl^; e dividendo per 
P37* ^7= ^3^ j-3 • e ponendo fotto il legno radi¬ 

cale VZl ; jpTi = ^33j^ confeguenza veriflima. Tanto dunque 

è lontano che fia contradditoria 1’ equazione Vi-q = — ^i-y, 
che anzi il folo metodo noto e comune la giuftifica pienamente. 

§. 28. PalTo ora alla formola 1 ^ -- 39 — LdlJ33l+i- 


I •— V~ J - a 


^-x + S 


la quale dandoci 3 -f- f i-f-? — — oflia 

2 1 — 2 , ci dk y~z=zi , cioè il reale eguale all* 

immaginario , confeguenza che fi dice afiiirda , e perciò falfa 
l’equazione. Pure oflervifi quanto vacilli un giudizio che pare 
si giuflo e sì ficuro. Suppongo pertanto vera l’equazione 

_ vz 7 +~q 4- r~ q = KT7+T? - ; dunque fara anche 

«— 4 . r_,. — V-t+q _ K.J. f 7 - 14 - ? 

= ^ - rzr. vzz v— , offia - pciqrj 4. r~ ^=7+7 

= *^77 ^ 4- r,~ : adunque — . 1 _ vzr t 

Z - 4 - tr—~ ./ . _ _ tx— — ^ i—q 


I + r -‘. e 1 — v ~i == 1 + vZi . 




= ^-:rrfeg =■+”--^ = ■+''-• f=ì 

e per- 
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e perciò V~ t A — 1 . Ma di fatto 

i - ^ -i i- *"37 

z 

i’-f- ^_ 

= .. ,_J ~ — . = = /' —il dunque vera la confeguen- 

za ; dunque anche vera 1’ equazione — tS — i + q _j_ ^ 73^ 

=* ^=7+^- ✓ 7ir ? , offia = 1 = 1 + ^ —+ g. 

i_ rx_ ? i - •/'ZT+; 

§. 2p. Prendo per mano l’altra — Ar -— 1 ~ ' ? — r .~~ * ~‘+? 

- i + 

che ci dh 4- ? = _ y'— ? - ''zrr+T,. Ma il 

primo membro fS- 7 + q + r~ q _ S 

— ' / '—i+q — v~ f/ '~i+i — ^ — 1+-7 — ^ i—j : ed il fecondo 

— ' i—? — ,r — 1 —f— ? = ■ ^—i ■ — i-L^ — — i-f*r 

I _ _ 

’— y— — V— i+7 = i—7 — — :+./ : dunque 

— P—1+ 7 + ^i—j = ^qr ? — ch’è l’antecedente. 

§. 30. Oppure più facilmente : fatta l’avvertenza che 

“ 1 = ^-1. v ~i pel metodo noto , la formola del §. antece¬ 
dente V^r q -f V— __ V~ _ V~q^, farà + p— 

= ^ *^7+r ? , offia 

v- l .v— + y=i. vs^- = y~.v—. + 

e porto v~ t nell’ ultimo membro fono il fegno radicale 
v -i Vl ~ì + r ~ 1 • v -'+i = v ~i • ^-1+7 + , eh’ è 

verif- 


4 1 
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vériffima. Così pure quella del §. antecedente eflendo 


■— V— i-f-? -f* V l —q ZZI ^—q lata 

V—i . V—i . V—i-\-q ~b = V—i. V x —q -f- V—i . V—i . V\—q ; 

e vz l V— VZZfq ~ + F-. vz^Tq , eh’ è 

veriflìma , e la fletta della fuperiore . Per la qual cofa oltre che 
le prefenti operazioni da me colle fole leggi ordinarie del calco¬ 
lo praticate dimoflrano conformi al vero equazioni, che fembra- 
no contradditorie, confermano ancora il già da me fuperiormen- 
te dimoftrato, che cioè quelle fra effe e con le antecedenti 




fi eouaofiano. 


§. 31. Con limile artificio fi può anche giuftificare l’equazione 


4-^=r = - VZi — = - I . VZi + ~r= = h= + V=l , 

y. —I y — I r t— 1 ' —1 

che ci dà l’equazione del §. 25., che nafee immediatamente dall’ 


equazione 


i-h S - f f -14 -q 
— — i . is— x* 


r — i-j-2 1 4-7^=. .1 + 1 

^— 1 1 


che non fi 


mette in dubbio da chi che fia , e che non oftante ci efibiva 
1 = _ 1 , cioè lo fieffo affurdo , per cui fi pretende di ripu¬ 
diare la mia. 

§. 32. Per la qual cofa mi pare , che la contraddizione , che 
fi crede manifefta in tali equazioni, nafea dal fupporre che nel¬ 
lo fielfo tempo che fi pone una quantità pofitiva , ella debba 
effere eguale a fe ftelfa ma negativa, e che una quantità reale 
confiderata come tale debba eguagliarfi ad un’immaginari a. A ret¬ 
tamente giudicare però altro non fi deve intendere , fe non fe 
che una tale efpreffione, che fi prefenta folto 1’ afpetto di nega- 

F tiva 
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tiva o immaginaria, o viceverfa, può aflumere il carattere e la 
natura della pofitiva o reale , o viceverfa : e quinci pollo folli- 


I | ~ ~ 

tuire nel calcolo invece e. g. dell 1 efpreffione - ~r=~- l’altra 


[ — / l—q 


I — X —q 

7+ ST-t 


ì —1 ec. o al contrario , perchè rettamente operando l’una 


nell’altra mi fi trasforma. Di fatto in quella guifa che polla ** 
s(i)s effendo* < rettamente fi fa x = -f-1 -, ±r^ f 

perchè x può trasformar^ in tutti quelli valori ; cosi fi potrà 


fare 


1+ Vi — q 
I- l/-L—q 


I — y l—q 


ec. quando fi dimollri che ognu¬ 


no fi può trasformare in ciafcuno degli altri . Ora fervendomi 

10 dei metodi più irrefragabili dell’ Analifi ho dimollrato in 
tanti modi e per varie llrade polfibile e legittima una tal tra¬ 
sformazione ; adunque pollò fenza pericolo di errore eguagliarle 
ciafcuna a ciafcuna: perchè, ripeto, ciafcuna nell altre mi li tra¬ 
sforma in maniera, che 1’ equazione fpontaneamente e da fe mi 

11 prefenta: come mi li preferita v — 1 = v^[ ( equazione da 


tutti animella ) dall’ olfervare , che è V—i — —— 1 : ma 

/ Sj 

pel comun fuppollo V~i . V—\ — — I ; dunque rz — —=r . 
1 V—i 

Si efamini l’andamento da me tenuto e fi vedrà che non fi può 
accordare l’equazione v ~i — — — fe per la fielfa ragione 
non fi confeflìno legittime le mie . In una parola tutto l’equa 


vo- 
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voco nafce dal non avere ben concepita in tutta la fua eden- 
(ione la natura dell’ efprefhone /'-i , la quale , come farò ve- 
dere a fuo luogo, è atta a rapprefentare tutte le varie fpecie 
delle pof&biU quantità . 

§. 33. Che fe mi fi opponete, ch’io però mal eguaglio quan¬ 
tità, che prefe tali quali fi prefentano, fono ineguali, rifponde- 
rei, ch’io non le eguaglio arbitrariamente, ma che fervendomi 
dei principi più irrefragabili del calcolo, tali neceffariamente mi 
fi prefentano: e che la beffa natura della frazione, con cui fem- 
pre efprimo tali equazioni, abbabanza maniie. ia ; >ffibilitU di 
effere reali quantità ; febbene nel numeratore e denon.- .littore 
contengano 1* immaginario . Ed è manifebo , che chiunque non 
vuole difcendere a tali neceffarie confeguenze , c cobretto a li¬ 
mitare a cali particolari le regole più generali del calcolo per 
ifchifare quella affurdità , dimobrata da me collo beffo metodo 
comune , apparente foltanto, che prefenta le mie equazioni . ne 
che fare però fi. urta in contraddizioni come abbiam veduto ) 
Tempre peggiori e più ma nife ft e . 

§. 34. Dico di più, che gli Analibi tutti fenza avvederfene 

anno nel calcolo ordinario una verità , continuamente mefla da 
efli in pratica, che ben autorizza le mie operazioni. Imperocché 

non è comunemente ammeffa l’equazione — / —1 = P^Ti 

? chi è che pretenda con queb’ equazione di dimo- 
brare , che 1* immaginaria V~i prefa come negativa debba 
eguagliarfi alla'fua inverfa pofitiva Chi cosi credeffe, cre¬ 

derebbe che un negativo ( confiderato come tale ) fia reale ha 
immaginario , forte eguale al fuo inverfo pofitivo, fia rcale 

p 2 im- 


44 Memoria Prima. 

immaginario : il che a mio credere farebbe affurdo . Può bene 
- v ~ i confiderai fotto due afpetti , e come negativa, quan¬ 
do colloco nel coefficiente 1’ unita negativa — i : e come inver- 
fa, nel qual cafo il coefficiente — i palla nell’ efponente , e ci 

dh — i. V~\ = i . v— =3 v ~ 1 . All’ incontro 1’ inverfa 
può rapprefentare la poteri vz f x , oppure palfando V ef¬ 


ponente — i nel coefficiente, elfere v~ = i 1 . 

== “ 1 • i- come a fuo luogo dimoftrerò . Che fe non ottan¬ 


te non c è chi non conceda l’equazione — V~ = _L_ y e con¬ 
tinuamente non fe ne ferva ; non veggo perchè abbia ad elfere 
interdetto alle mie equazioni ciò, eh’è effetto immediato della v 

^ V—x == r, che generalmente fi adotta . 

§. 35. So che mi lì rifponde, chela natura dell’ immaginario è 
ancora involta in denfiffime tenebre , e che prender argomento 
da ciò, eh’è più ofeuro per ifpiegare il meno, è fallo di meto¬ 
do. Ma chi cosi obbietta, non s’avvede, che confettando Tofcu- 
ritù dell’immaginario ( che di natura fua non è tale: perchè le 
cofe fono fempre quelle che fono, lì comprendano 0 non lì com¬ 
prendano ) confetta la fua ignoranza fu tal propolìto , e perciò 
la poffibilita di tali equivocazioni , per non avere netta e gene¬ 
rale l’idea di ciò che dicefi immaginario. Che io all’incontro al¬ 
tro non faccio , che fervirmi di ciò che da tutti fi adotta , per 
tor via l’apparente contraddizione di quello, che credo d’altra 
parte dimoftrato a rigore. 

§• 3 & 
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3< 5 . Per darne però un efempio della poflibilità di qualche 
equivocazione in tal propofito dipendente dai metodi noti, of- 
fervifi, che è fatta ormai univerfale fra gli Analilti la perfuafio- 

ne c h e l a forni ola (— i) r non polla avere in niuna circoflan- 

za altro valore , che — 1 nato dal dividere attualmente Y efpo- 
nente . Ora dimando io, chi mi può vietare , ch’io non alzi 
prima al quadrato (— 1 ) 2 — 1, e poi da quello non ne eftragga 

1 T 

la radice? nel qual cafo farebbe (— 1 ) * ;= 1 a ==: 1 • Per me- 

IC 

glio fpiegarmi polla l’equazione (— 1 )* , non fo chi mi poflfa 

K 

negare quella doppia maniera di efprimerla : cioè ( — i) K 

_ _K 

— ) K = -r~T? Ma il primo modo mi autorizza ad 

alzare pria alla poterti K, (-1) pollo fotto il legno ra¬ 
dicale , e pòi eftrarne la radice K : il fecondo ad alzare a po- 
tell'a K. il radicale K. • Ora in quefto fecondo modo Ognun ve¬ 
de , che qualunque lìa il numero K, politivo o negativo , pari 

„ ' K ■ - ■ 1 1 — i — 

od impari, tempre' (- i) 1 farii eguale all’ uniti» negativa : nel 

. _ K 

primo modo poi pollo K numero intiero pari , fara (— 1 ) 

~ 1 : pollo impari farà (*— i) K == 1 = (— T ) K — — 1 nega¬ 

tivo . A fuo tempo per altra llrada farà ciò dimollrato rigoro- 
famente. Qui altro non voglio , che far conofcere la poffibilità 
di qualche equivocazione nel metodo comune di maneggiare le 
quantità efponenziali . 

^ 37. Ma perchè la probabilità appoggiata ad un folo re¬ 
cente fenza autorità contro un numero grandiflimo di acutilhmi 

Ana- 


. - . Me non a Prima. 

errore * 6 PaffaIÌ ’ mi raette in g ra ndiflimo fofpetto di 

fi dirJ’ qUant ° ^ ° ra abbk dett0 mia difefa > die 
fi diradino le tenebre, in cui ft a involta tale materia £. ^ 

g o per ultimo fono l’ombra d’uno dei più celebri Matematici 
’uropa qua e 1 Sig. d Alembert, il quale fenza avveder¬ 
le mi fommimftra una pruova evidentiffima della verit'a delle 
m,e illazioni: pruova, che viene per tale autenticata tacitjtmen- 
tal coniun confenfo di tutti gli altri Analifti. Egli nel T V 
delle fue Opere Memoria 3 S- a Rifili fop ra h w e r ' 

■ rad,a «W Art. II. §. 40. dimoftra legittima l’equa- 

__ m _ _m 

zionc iJ t bv __ 1 _ 3 *n cui b è tangente dell’ar¬ 

co A y il cui multiplo è m A : indi /oggiugne ( traduco le fue 
parole ) „ non ne fegue però ( ciò eh' è contrario in appa- 
renza ai principj adottati nell’ Algebra ordinaria ) che fia 
„ i+hV— _ 1 _ hv~ x y fe non nel cafo che b fia = o : 
3, fpecie di paradoffo degno di offervazione ... e §. 42. In 

3, nne non e più forprendente , che u^-bv— i^bVZT x 

V non dia 1 + bfr ~^=,l— bvZ 7, di quello che fia = „)*, 

„ e che non Ila a — — a . Non ottante c’ è quefta differenza, 
33 che a y __ a non differifeono che nel fegno ? nel mentre che 
3, 1 +br— x y i—bvZTi differifeono nella quantità, fe fi p U J 
v ^* re 1 c ^ e quantità immaginarie poffano fra loro in tal ma- 
33 niera differire . „ Sin qui il Sig. d’ Alembert. 

§. 38. Sulle quali parole io faccio le feguenti - rifieffioni . In 
primo luogo è dimoftrata dal Sig. ^Alembert la verità dell’ 


equazione i-\-bV~ ~ 1 — bV~. Ma 1 -\-bV~ 


z=i-{-hl 


i+brzrS; =1-bv—^^hr- 2 . 

adun- 
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4? 


adunque = t<^ hv~f i-s bv~^ 

___«IL _ ra 

e dividendo tutto per i-f -hV— x ' \—hr~i' 


i +MS _ 1 


-bv=? 


^. Faccia m ~%ybi~ 


I — hv— i I -)rhv—i 
b — i_f- ? c= ed avrò 


1 4- ^ 1 — ? 

__ 1- 

1 — 

= —JTp^= 5 eh’ è appunto la mia prima equazione fofpet- 

ta . Perchè dunque è fiata approvata da ognuno 1 * equazione del 
Sig.’d’ Alembert nella fuddetta Memoria, e ciò ch’ha detto nel 
Tom. fìl. delle Memorie dell’Accademia di Torino pag. 3S3 ; 
da ògnun Matematico tacitamente viene accordata la verità del¬ 
la mia prima equazione , la quale difeende sì immediatamente 
e SÌ femplicemente da quella del Sig. d* Alembert , che non 
che la itefTa. 

§. 3?. Appoggiato adunque fidi’autorità di tal equazione di- 
moìlro come fvanifeano le pretefe aflurdith .delle mie equazioni. 

La mia prima equazione ci da 2 = — 2 • ma 

2^i+/ ~i . 1 — ~i ; —« 2 = — 1 -f. . i 4- /zfC- 

dunque 1 -f- f ^7 . 1 — fS ~ x . Y~ 7 ^ 


Or, 


= - 1 + • 1 4- • ^7=7 , oflla 


+ r -i * I - V-i — - I +# /f -i. I +■ . Ma 


pi. I ^ la I + _ J — — 1 . I -f. >T ~ 


0 - VJ 
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I. I 4- «C_I_J -— - 

— — 77 = - =5 y : * / —i-f-i. i 




-- . I . Adunque perchè l’equazione fi avveri, è 

' a 

neceffario che fia i-f/-i. * ~ r. i + j 

oflìa 1 y'= ~ --- 1=5 i + ^-"ì • Ma ^^7 

- ---— i -f- ^ -^7 .i — -ZI 

- I + ^ _ 1 : dunque 1 + / - 1 ~ ^ = 77Tr= t - 

1 ' —i 

i __2 

= i _ i = i -f- : eh’ è r equazione del Sig. d’ Alem¬ 

bert porta b = i : adunque vera anche 1’ equazione a 
j— 2 '^7~7 : e perciò anche quella da cui quella è difeefa 

I -f ff X — q __ I — ^ ~f 

cioè f-- S 7 =ì ~ r + / 

§. 40 . Su quefto fondamento pure dimortro eflere generalmen¬ 
te = +■ VZ~i : non , come fi pretende, y— = — t/~ 

foltanto. In fatti fuppongafi 0 flia f^=7= - ^zr lZ 

IjFT ; i . t — x \ -fi r — ; — 1 .1 — n q- - :r ~ £ 

avremo >r - = T +—7 ^ — 1 =3 ~ 1 --— r > °^ a 

4 ~ adun<llie 


1 1 '■=_ S ^=: 1 - 

t - Y - 1 ' rzTi.rz 7 


1 pel metodo noto della 


mol 
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moltiplicazione. Ma i— 1 

1 1 ypi 

— i — y'rr I . v^l, cioè 2 = 2: dunque ~ rp x — ^r= . Ora 

___ _ . v— 

2=1 + V—i. i ■-* V—i : dunque r = 

I 

;= B 7—=jp=^ > e ^ tuit0 invece di fQ il fuo 

I +■ _ i _r__ 

eguale - — avremo- - == _* eh’ è la for- 

I ~ i — v^l i +. y~ 

mola approvata del Sig. d’ Alembert : dunque finalmente an¬ 
che ^=. j= v~ t . 

r— i 

4 r - Pafio alla feconda mia equazione condannata di falfo , 

perche 1 immaginario farebbe eguale al reale pofxrivo o negati¬ 
vo. Sia in primo luogo — * 1 —% — 1 ~h 1 4 ~? « 

I *“~ ^ \—q I— 5 

fviluppata ci dà — ^7+^ 4. s=s — ^ 4- 
Adunque - ^77 + ^ - « F— 4. r“ . , 

offia — VZ[ 4. ! = _ ! + : e 1 — = _ i + ^ 


1 *““* VZ[ ’ 1 /7 '“ I =3 ^ • 1+ ^-1: ma V—i 


i + f -7 « _ _ _ ■: ~* 

dunque 1- 1-f ^ ^ •* 

_X a 

olfia I — ^--ì = 1 -f v -i com e vuole la formola del Sig. d’ 

G Alem- 


l+v~ 
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Alembert : dunque vera la fuppofizione, e confeguentemente 
vera la feconda equazione da me propofta. 

§• 42. Supporto poi * -- + - pZf = 

I —. / I —q I -f- r — I-f- q 


ci fi prefenta 


—q \r~q — F—I_j-J j offia — q 1. Vi—q 


Vi-q— V-i.ri-q, ovvero 14-^-1 = — 1 — — 1+ -== 


F 1 + 1 : ma — 1 dunque 1 4, V~ 


1 - V~ 


I — '/'—I 


- r- 


I — V, 


~ I + 


=. : e finalmente 1 q_ = 1 — 


§. 43. Si avverta che effendo 1 -f- -1 — ! — 1 > 


farà 


1 + ^ ?r — 1 —. 1 ^ - eh* è appunto la mia prima : 


1- <^-1 


1 + ^ — 1 


14- V" — T , - I -f fS—i I — ^-1 

ma r-i = dunque P-i = 

Tutte quelle confluenze vanno del pari in verità colla formo- 
la del Sig- d’ Alembert . Che fe non ottante non fi può com¬ 
prendere coi metodi noti la loro poflibilità , nè liberarle dall’ 
afpetto di paradoffo e di falfità con cui fi prefentano ; convien 
dire , che ci manchi nel Calcolo comune il vero principio atto 
ad ifvelare un tanto arcano. 

§. 44. Dopo ciò mi reità a far vedere che il Sig. d’ Alem¬ 
bert avendo afferrata la verità della fua equazione non la 
cftefe però quanto poteva . Imperocché vuole egli vera 1’equa- 

m __________ ^ m 

zione 1 + 7 = i — b V~, : ma poi niega la verità del¬ 

la 
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la 1 4- vZH =3 1 — b j Te non nel cafo di b ~ o . Non 
poteva egli prevedere ciò , che mi Tuggerirce il mio nuovo me¬ 
todo : che appunto cioè per quello deve Tempre verificarli in 
ogni valore di m • Non potendo però io per ora dimoftrarlo 
direttamente batterò un’ altra ftrada : ed oltre che §. 40. aven¬ 
do provata la verità dell’ equazione V~ — , ho provato 

confeguentemente eflere 1 4- V~\ = 1 — ? P a ^° a ^ mo “ 

_m ___m 

Arare che non fi può ammettere 1+ -- 1 — £ 1 , 

Te non fi ammetta T altra 1 4^ ^—1 =3 1 b V—\ • 

§. 45. Il metodo del Newton della elevazione dei binomj a 
qualunque potefta me ne TuggeriTce una preciTa dimoftrazione . 

m 

Imperocché c’ infegna egli eflère i 4- h 

= i+Kbv- l+ Kbxv-iY+cfy‘(vsi ) i+vb\v- l y+'Eh'‘(y- l y-\- ec. 

m 

2 1 +a!(- V-C) +B.^(- V-iY+Ch%- Ku)»+Di* (- ?~;)*+ec. 

intendendo per A,B,Cec. i refpettivi coefficienti 
m • m m — 1 ' ’ — ~ 1 ‘ — - ■ - ec - comuni in araendue le Se* 

* * 2 i. a. 3 • 

_m_m 

rie. Ora effendo 14 -b =- 1 — b V-i ; Taranno anche eguali 

le Tuddette Serie : ma i termini in cui fi ritrovano 
alzati a poteftU pari Tcambievolmente fi elidono, dunque avremo 
+ c b'\v— x y -4- e (y~ x y ec. 

- hb (- 4- C b' (- ^) 3 + E ^ r “ 0 s ec. 

c rrr, FÌT?, rzr x 7 , FTÌ 9 ec. 

F 2 =? 
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— y — 5 5 vzTi cc. 

- r->, C-^)S (- v ~r)\ (- fCT) 7 ec. 

= - V=i\ V—, - V—, V— 1? _ vz- K ec. 

dunque A b V~[ — C h % f^TT 4. E b % V— 1 — G h 1 tf — 1 4- ec. 

— — A b v—l 4- C iè 3 tCE — E£ s rri 4- G ^ KTj — ec. offia 

riTI X Tb - C/; ! + E^ ! - gV^T^. 

= _ ^— z X A b— C£ 5 +EF‘ - GP 4 -ec. 

Adunque per neceflaria confeguenza S~ z — — : e quindi 

1 + X"ET; = 1 - y~~. Non fi può dunque verificare 

' _ m _m 

i -f- i6 1 =3 1 — ^ 1, fe non fi. verifichi anche 

1 -f- = 1 — e confeguentemente — p==., 

‘offia (- 1 Y = (1)- = 1 . 

§. 45. Proviamoci in fine a dedurre dallo fteffo metodo 
Newtoniano la dimoftrazione dell’ equazione del Sig. d’ Alem- 

_ _P __ m 

BERT I -j- h P^—x ~ I — h . Poiché abbiamo dimoftrato , 

§. fuperiore , e fiere i ~V h VZZT 

ss 14- v— x Ah-Gfr+EP- ecT~ i x B^-D^ +F ^_ ec / ; 

m 

i-Kr; 

—I_F— X A/ 5 — C^ 3 4-E//- ec— 1 XB^- D^ 4 4-F//-ec. 
far'a dividendo queft’ ultima per — x . 

^., 177 èi = ^+ 5 -| ^ ^=rr x ‘a£- c£ ! + e^-~"* ec. 

+ 
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+ x B tr — D-6 4 + F^- ec.: e perciò 


b + - 1 i — h V-, 


- f — ‘ x A h~ Ch 3 +. E// - ec. Ma V 

i + _ -i. i+ 

= fzrj 7 = : dun< i ue n- r -‘ = =i i- 

I 4- F" —i i 


Frr. V— I + Zzìì _ F_,. F-t __ V-i.V-i 


~ TTzr' 1 - S=i ' 


PCI. F-i 


V-i.f'-t 


V=i • 1 + vzr _ Zzi 


— I 

V .rT 


i - r~ t 
/^rr. • x _4- 






F'x . I 


— i 


i - v— 


ma 


i : dunque —. / -i = ! + FZ 7 

-X r -x - I 


P-I 


I -f- r V 1 — K _! _ _J 

Ora effendo j ~y— — 1 5 * ara t ^>— 

- - : e perciò £T X +' Ef- ^ = r~* - ^ 


e quindi i + ^ i q- —^ 


_JL • i — b *7—i = o. AA— 





s- o: 

ec. 

offa 
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offra i + b l —i i b _ i: ch’è l’equazione del Sig. 

d Alembert. Non fi può dunque verificare la forinola del Sig.d’ 

Alembert , fe non fi verifichino le mie equazioni, e l’equazio- 

ne ^ — 1 = 5 c i°e (— i) * =5 +■ i in modo , che ci fia 

permeffo di affumerlo nelle equazioni fuperiori in un cafo pofi- 
tivo , nell’altro negativo. E finalmente fi conofee, che regge la 
dimoftrazione fuperiore qualunque fia il valore di m , e confe- 
guentemente anche nel cafo di m == i. 

§. 47. Ho detto tutto ciò a dife'fa delle mie equazioni non 
a PP°S§i at0 a£ l altri principi che a quelli del calcolo comune 
evidenti da fe e da tutti praticati . Che fe le confeguenze che 
ne difendono, fi allontanano dalle comuni nozioni, quando non 
cè errore nel metodo, ci devono obbligare foltanto a confefiare 
l’ignoranza di qualche principio atto ad ifgombrare l’apparenti 
contraddizioni che non fono particolari del mio calcolo ma 
del calcoio comune , che fi fono fempre prefentate e tuttora fi 
prefentano ai piu profondi e confumati Analifti , sì nella folu- 
zione dell’equazioni, che nei calcoli più fublimi fpettanti an¬ 
cora a fifiche fpecolazioni . Non oftante feguendo alcune traccie 
del metodo da me meditato , ho fatto conofcere ( cofa in vero 
meravigliofa/ ) che non fono poi tali quali a prima vifia ci fi 
affacciano . I metodi avvalorano gl’intelletti fenza dei quali po¬ 
chi , mal ficuri ed interrotti farebbero i paflì verfo la verit'a: 
ma i metodi fieffi anno i loro confini . L’Analifi Cartefiana per 
quanto eftefa a principio fi giudicato, è fiata poi conofciuta 
inetta ad ulteriori più fublimi fcoperte . Si è chiamato in foc- 
corfo il Calcolo delle Fluffroni sforzo il più grandiofo del più 
grande ingegno che ci fia mai fiato : fenza del quale le fifiche 

fa- 
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facolta farebbero affai povere e limitate. Ci refta però ancora 
un terzo paffo, ch’io credo l’ultimo a cui poffa afpirare l’uma¬ 
no intelletto: mi pare di travederlo: ma folo non baffo a tanta 
imprefa . Se dà eh’ ho efpoffo in queffe mie prime Memorie 
poteffe mettere almeno in fofpetto gli Analiffi della poffibilita 
di qualche nuovo metodo più poderofo di tutti gii altri nella 
feoperta di alcune verità che ci mancano ; avrei l’intento di 
effere per l’avvenire con più docilità afcoltato , incoraggito , 
aitato a battere una ftrada del tutto ignota e , ficcome inaccef- 
fibile, del tutto abbandonata. 



Difefa di alcune equa'zioni della feguente Memoria, 




-±aim Ria di provare ciò che per farmi ragione 

1 ^5 -? v unicamente efigono da me i miei dottittìmi 

| Ì(l$& Oppofitori, che cioè Y equazioni dei n.‘ IL, 

III. della mia feguente Memoria , con tut- 
lik te l’altre che da quelle difcendono , fieno 

H fi ^ e gittime ; credo opportuno di ftabilire il 

vero precifo punto della prelente controver¬ 
sa # Io**^pretendo che la della efprelfione algebratica, che ma¬ 
neggiata legittimamente e coi metodi da tutti ammeljì per 
generali ed infallibili fi trafmuta in una o più altre , fia af¬ 
fetta di natura fua da tutti que’ valori in cui legittimamente 
fi trasforma ; nè fia permeilo all’ arbitrio umano , confiderata 
la cofa in attratto 3 di prelceglierne uno coll’ efclufione atto- 

iuta di tutti gli altri . Per efempio poiché la fletta ^ 

/ I^+b _ _j_ / ___ _ _^ 

| — a—b —i | I a ~t& ^ a ~i-b y 


con* 
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conchiudo , che è elfenzialmente affetta dal doppio valore 

pofitivo e negativo, nè poterfi arbitrariamente determinare al 
primo in maw c ™ di rigettare il fecondo : e che per confeguan- 

• j <■ f) • : _ : 

i/jM _L 

za ~ x | ^ . 

§. 2, I miei Oppofitori all’ incontro data un efpreffione alge¬ 
brica ftabilifcono pria d’ogni altra cofa arbitrariamente, ch’ella 
non può avere altro valore che quello , che a prima villa pre- 

fenta. Secondo effi non può avere altro valore che il po¬ 

liti vo. Ma pérchè maneggiandola coi metodi generali da tutti e 
da efh concordemente abbracciati ella fi trasforma in altri valo¬ 
ri ; rinnegano in quello cafo particolare la verità di que’ princi¬ 
pi che adottano generalmente . Nei che fare mi fembra che 
pecchino per doppio, titolo : primieramente di una manifefia pe¬ 
tizione di principio, determinandoli arbitrariamente a quell’unico 
valore che loro fi prefenta , Apponendola incapace aleutamente 
d’ altri valori . In fecondo luogo cadono a mio giudizio in un 
aperta contraddizione : ed è , che per falvare quell’ unico valore 
che anticipatamente a preferenza degli altri anno prefcelto , li¬ 
mitano la generalità di que’ principe , che confettano dall’ altra 
parte fuori del cafo in quifiione generalifiìmi , nè mai foggetti a 
limitazione o ad errore : il che finalmente è lo ftelfo , che am¬ 
metterli generali e non ammetterli nello ftelfo tempo. 

§. 3. Per quella doppia irregolarità di giudizio, avendo io 
fatto vedere che quella data elpreflione può avere altro valore 
neceffario diverfo da quello da ellì unicamente attribuitole, fi 
fono efo appigliati al partito di negarmi legittima la ftrada da 
prefa> che mi ha condotto alla determinazione di que’valori 

H da 
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da efli ripudiati. Sicché io in quello Scritto dimoftro eflere tan¬ 
to vere le mie equazioni, quanto fono veri ed univerfali i prin- 
cip; del calcolo da tutti e da efli pure per tali riconofciuti , i 
quali fe alle volte ci conduceflero all’errore , renderebbero Tem¬ 
pre incerte dubbiofe precarie tutte le verità , che da efli fe ne 
deduceflero : perchè non farebbe poflìbile fenza un anticipata 
giudizio determinare in quali circoftanze foflero legittimi, in 
quali no : e che confeguentemente per eflenza della loro univer- 
falità non patifcono nè poflono patire eccezione veruna . Il che 
dimoftrato , viene anche dimoftrata per loro giudizio ‘la ne- 
ceflìtà del vario valore della ftefla efpreflìone , e la poflìbilità 
confeguentemente di quella foluzione, che fi fpaccia aflolutamen- 
te impoflibile : unico fcopo della mia terza Memoria . Il giudi¬ 
zio dei Matematici più illuminati ed imparziali deciderà fe io 
abbia in quello mio Scritto dimoftrato ciò che mi fono propofto , 
pria di pubblicare l’altro da me accennato . Efigendo però la 
materia un perpetuo maneggio di calcolo priego chiunque mi' 
vuol giudicare a pazientemente feguirmi. 

§. 4. Ma prima d’ogni altra cofa mi fia conceflo di premet¬ 
tere la feguente rifleflìone . L’ unico argomento che fi oppone a 
quelle equazioni , che deduco da un calcolo inviolabile e necef- 
fario è che le follerò legittime , converrebbe ammettere il p 0 - 
fttivo eguale al negativo : confeguenza che fi fpaccia per afliirda 
per non ben intendere il linguaggio dell’Analifi : ficcome e più 
lotto farà da me provato , ed in altro luogo dimoftrato ad evi¬ 
denza . Ora io dico , che fe fofle vera una tal ragione, prove¬ 
rebbe ella ancora più di quello per avventura vorrebbe chi mi fi 
oppone: non potendo andar difgiunto il mio errore dalla rovina 
•totale dei principi del ca ^ co ^° univerfalmente praticati e difefi . 
E vaglia il vero , egli è noto che per i principi univerfali del 
calcolo nell’equazioni tutte efprefle colla fola incognita fi ma- 

ne §' 
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neggiano tutti que’ termini, in cui effa e alla ftefla dimenfione, 
come fe non in altro differiffero, che per i loro noti coefficien¬ 
ti : e quinci perpetuamente fi fa ax bx — a b . x; 

sax 4. 5** = %ax; 3 ax— 5 ax = — 2ax ec. cosi pure 

’ c r.h _ _ 

=**+*-*+ al > *+*•*-* 

— ~ a? ~ X 1 — a 1 ec. e così nella divifione. Non è egli 

—* ax 

codefto il metodo praticato da tutti gli Analifti pattati e recen¬ 
ti? Eppure codefto metodo è necettariamente ed immediatamente 
congiunto con quelle equazioni che fi ripudiano . Imperocché 
fuppofta e. g. 1’ equazione x 1 ax + b* — o , le cui radici fono 

jv — — — * + Vs-h'i eflendo la Comma 

a ■ J. 4 I 4~ 

farà. la differenza x—xz=z 2 ; x — x ~— 2 ' con ^ or 

! 4 1 4 

me che fi fottri la prima dalla feconda o viceverfa . Ma per 
effere coerenti nel metodo devono accordarmi effere * — x'zzo; 
x—.x^,o: dunque dalla prima 0=2 dalla feconda 

o_2 ovvero fV—=— l/* 1 —?) e quell equazione 

\ 7 1 4 l * 

che li fgomenta. 

§. 5. In verità che non fi poffono negare tali illazioni, fe 
non fi fconcerti la bafe .fondamentale del calcolo dell’equazioni, 
perchè qualunque'cofa che ft voglia produrre per infirmarle 5 ri¬ 
cader^ direttamente a rovinare quella bafe che fi vuole intatta 
ad ogni cofto mantenere. Badino dunque bene i miei dottiflimi 
Oppositori ove vanno a ferire quell’armi contro di me dirette: 

^ H 2 e gli 
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e §H altri Analirti imparziali giudichino quale delle due Temen¬ 
ze abbiano interefle di foftenere. 

§. 6 . Ciò premetto entrando in materia dico che la verit'a 
delle mie equazioni va del pari colla certezza dell’ equazione 

a — b . . 

—~—y da tutti generalmente adottata , per non fov- 

vertire il principio Tondamentale Tu cui li appoggia la teorica 
delle proporzioni . Per tor via pertanto tutti i cavilli fuperior- 
mente opporti mi io mi fervirò in primo luogo di quello prin¬ 
cipio refo abbaftanza evidente dalla femplice rifleflione, che 

a — b — l.a—b —a^.b v 

— — = —— = -- . Ma perche le mie conferenze 

<i-\- b — i . a -f. b — a — b 

lì oppongono ad alcune radicate univerfali prevenzioni ; cosi 
ognuna di erte farà. munita di tre diverfe dimoftrazioni parto 
parto da me fcrupolofamente feguite , le quali concorrendo tut¬ 
te a dimoftrare per varia via la fletta verità, ci danno innoltre 
delle confeguenze lor proprie, onde convincere a forza chiunque 
fa ragionare. 

§. 7. Ciò avvertito , ecco coni’ io , fuppofte le formole della 
feguente Memoria , la difcorro . Per eomun confenfo 
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valore pofitivò reale fenza miftura d’immaginar; : poiché fuppo- 

nendofi nella mia Memoria ~ 7 > farli anche | —• 

§. 8. Che poi queft’ equazione fia legittima è facile a cono- 
fcerlo j trasformandofi ella nella feguente 

v" 


y - 

T _p I z^~^~Y | 




8 27 I' 2 F : 

y' 


- - y y ■ 

7 | — 7 ' 4 -p 5 I ZI 


^ I ^ * 


4 27 | 2*2 


r * 

I 8 27 


otti a 

equazione vifibilmente identica 


—g i 4 ^ y — g , ^ z£+i_ J = T I 

4 27 2^2 ' 8 2 7 


4 2 7 


■g , g’-f-/’ 1 . 

2^2 ( 8 >‘ 

$• 9 - 


6 z 


Memoria Seconda. 
§• p. Altrimenti: JZL 4- 'f—f+P* 

r ~ I 3 — 


2^2 


27 


ri , 

^ + 8 *7 




2*2 


- + | 


Zg+P’ 


8 


27 


-4 + rr£+^ 

2^2 ^ I 8 ^ 


y'*- 


-7 

2V2 


4- f^ +/ ~ r =£. 4 - f:z£+ f 


27 


2^2 I 8 27 






rr-rzi 

l 8 27 




= p- ?* 4 ~ ^ 

I 4 27 


-=» . r»?*+/>» 


zi 

2^ 


^ + l 8 * 7 


! + Ì 




—? * -Kp_ 

8 27 


=. eh’è r equazione ( I ) 


V 


§. io. In altro modo : [ — 
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§. 11. Ognuno, per poco che vi rifletta, facilmente fi accor¬ 
ge della, divertita di quelli tre metodi. Il primo ci convince ge¬ 
neralmente della neceffità dell’equazione, rendendola identica. Il 
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fecondo col mezzo di legittime foftituzioni dimoflra eguale la 
quantità del primo membro a quella del membro fecondo . Il 
terzo finalmente fa lo fteffo che il fecondo : ma affarne per da¬ 
to il fecondo membro dell’ equazione . Io credo di non ingan¬ 
narmi fe affermo doverfi giudicare legittima ogni equazione , 
che maneggiata a dovere regge a tutte e tre quefte pruove. Con 
quello triplice criterio adunque farà da me efaminata ciafcuna 
delle mie equazioni : ed indi ne caverò le confeguenze più ne- 
ceflàrie all intento prefiffomi. 

12. Dall’equazione ( A ) fi caverà fimilmente 
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identica . O più femplicemente 
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Terzo metodo: 
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§. 15. Oltre i due valori politivi che abbiamo trovato com¬ 
petere alle due equazioni precedenti , le leguenti dimoftrazioni mi 
convincono competere pure loro gii fteflì valori ma negativi. 
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§. 16. Infatti ecco come fi dimortri identica quefta terza 
equazione. Porta la verità di erta avrò 
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2^2 I 8 27 

§. 23. I miei dottifiimi Oppofitori però non fi ponno dar pa¬ 
ce quando àflerifco competere agli fiefiì fattori il doppio valore 
pofitivo e negativo : perchè credono di rinvenirvi una palpabile 
contraddizione , qual è 1* eguaglianza dei pofitivo al negativo : 
contraddizione però che l’abitudine e l’opinione non fa loro di- 
fcernere nel doppio valore delle radici quadrate . Mi accordano 
eglino pertanto la (I) e la (IV): ma mi deludono aleutamen¬ 
te la (II) e la (III): quafi che quelle non fieno munite di quel¬ 
la llefla rigorofa dimollrazione , che le da loro adottate : e ben 
loro faprei buongrado, fe mi fapefiero additare fra le mie equa¬ 
zioni a quali fi debba dare 1’ efclufione fenza inventare qualche 
nuovo Canone al bifogno contro la verità, da ripudiarli in pro- 
grefiò, o fenza arbitrariamente fovvertire alcuno di quei princi¬ 
pe , che anno interelle generalmente di follenere . Il pregiudizio 
di credere afiblutamente alfurde le mie illazioni fa loro travede¬ 
re l’errore in quelle equazioni da me prodotte , che le giuftifi- 
cano : le quali tutte , fono certo , farebbero fiate accolte da elfi 
con lo Hello favore , fe liberi da prevenzione fi folfero pofti ad 
efaminarle . Infatti per darne un efempio , eglino dal credere 

preventivamente afiurda la feguente equazione ]/ a 1 — 2 ab -j- b z 

== — — 2 ab + b' con quella fielfa certezza, con cui credono 

falla 1 altra, che deducono 1 — — 1, fi fono indotti a rinnega¬ 
re fra le mie quelle , che fecondo efli ricadono nella fiefla con¬ 
traddizione . Eppure vedano eglino con che facilità la fuperiore 

-, 2 

creduta afiurda fi autentichi. Non è egli a 1 — lab 1 -f- b = a— b 

_ 2 __ X 

r= — a-\~b} Dunque porto /* — b nel primo membro , — a + b 

nel 
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nel fecondo, e viceverfa, avremo 1 a—b — —• | — a^b: op- 
f - g 

pure | — a-\-b = — I a—* b \ dunque eftratta attualmente la 

radice** — b—— . — <i-\-b] — a~\- b = — . /z—. b veriflìme equa¬ 
zioni fia o non fia « maggiore di b . Ciò che fuccede nelle 
quantità da cui fe ne può efirar la radice , perchè non deve 
fuccedere a qualunque afiimetra quantità,* che collocata fotto il 
fegno radicale rapprefenta quadrato ? Ma ciò fia detto di paf- 
faggio , ed a iolo. fine di far vedere quanto i noftri pregiudizi 
debbano cedere alle legittime dimoftrazioni. 

§. 24. Dimoftrate a mio giudizio legittime le quattro ante¬ 
cedenti equazioni , mi è ora neceffario per tor via ogni cavillo 
a ciò che devo dire , di rigorofamente dimoftrare , febbene lo 
fia per fe fteflo evidente , che i due fuperiori fattori fi egua¬ 
gliano anche agli fteifi valori negativi , ma refi tali dall’ unità 
negativa nel divi fore collocata . Imperocché per la fiefl'a j equa¬ 
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§. 25. E che ella fia così è chiaro dal ritrovare 
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~ 1 * 1 1 8 ’ 27 1 


r^ +p - fSì 


4 27 


i r ^ + rr + - f— + ^-’ = f-' + - 1-=? + r - z ?+ 7 : 

1 2^2 1 8 27 1 4 2? | 4 27 1 2 ^2 + 1 ~g ' - 
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§. 25. Col metodo fecondo: —4- 4- f 7 —Il + £! 

2^2 1 8 27 

- — • r^rri^ ^ 

“ — i 2^2 + 1 8 *7 * ,»'i + 1 8 27 
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; rf+f^Ffe =L. ^ =£+,■>' fri. _ ^rf+P! 

I | Svi 8 27 | »K£- I 8 27 
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I_ 8 27_ 
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1 2 ^r 
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— I 
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7 ‘ t"/»* 
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Col terzo metodo: 


-. 's'-f+r’ 


. _ r—?* <-iL T— — ^_L 
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1 I 8 27 I 2^2 ’j 8 27 I 2^2 
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+ 
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A 8 27 

+ 

fz±fpL 

1 8 27 

h r ril+eL 

1 8 

2 7 

1- [=l l +£L 

1 8 

r - 

27 


Zf^rPl 

8 27 
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= T= + f 5 +£. 

_ 22 I 8 27 

§ 28. Nella ftelTa maniera l’equazione (A) ci darli 

■— -. V -1 ' +p’ 

^ I s 2 J 

1 ’-t'+'L f-i . ^^r+pl f~ 7^7% 

— 1 4 27 I 2 ^ | 8 ,27 SI + | -g- + 


7 -<?>+/ 


£ r | £ yj | >? + | -T ~ 


~k + 


| 8 27 


V — y — f=C v + f'-f.’+f’ f=l , ^zf+Z 

- , .^- l I 4 V 2/ 2 ^l « 27-1 +1 8 J7 
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1 2^2 

I ■ 
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1 8 27 
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=?_ + r^- :(vl) - 


l 2" 2 I d 27 

§. 2?. Pel primo metodo cosi quella fi dimoflra identica: 

77WI =r^L S773P, 
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§. 30. Il fecondo ci dk t- — 1 

* D 2^2 | 8 27 

1 # ]/ S - r r*' 7~?_ r" — 

’ - I J 2^2 j 8 27 I 2^2 > S 27 


— I 2 *T I 8 27 [ 
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—i 21 2 1 ^ 2 7 
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-_ i _£ . ^z±+ 
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— I 1 4 2 7 I _ ^ Z^TT 
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^ 8 27 


§. 31. Terzo moda : —* 
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4 2 7 *_« 
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.1/7 ! 8 27 
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| z^* + | 8 27 1 2*7 + 1 8 2- 1 2^2 + 1 8 2 7 


*= • r -' r=sr+ r** 


—9_T— 9 * 4 -^ 

~^T 1 8 27 
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§• 3 2 * Quefte due ultime a maggior Tempre confermazione dì 

una veri fa si combattuta gioverà dimoftrarle col metodo fecon¬ 
di ~ r 


do nel feguente modo 
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+ 1 8 27 “ SI + 
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8 27 ' 
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4 27 
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V2 I 8 27 1 if7 I ~ " 
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4 27 I 4 27 
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2 7 • Sz 1 8 27 
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1 4 27 1 
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2^2 


8 27 
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I V^—q* pi 
I 1 4 27 


? _ 

; zf+H 

JH — 

8 27 

•—? _ 


2^2 

I 8 27 


~-4- Z£+?l 

I K-^4-^ 2 y I \ 8 27 

c== “ "I ^jT 27-— > - — , eli è la (V): collo fteflo 

_i 4. f zl s +^ 

^ I 8 27 

artificio fi ottiene la ( VI ) . 

§. 33. Io non faprei che mai fi potette opporre alla fempli- 
cita varietà e forza di tali dimoftrazioni , le quali a cafo non 
penfato, e fe non fi averte avuta la. mira di ricredere a tutto 
corto alle loro conleguenze, farebbero ftate ammette in forza dei 
principj comuni lenza efitanza per belle e buone. Ma le verità 
neceffarie non dipendono dagli umani divifamenti : e frequenti 
fono 1 cafì , in cui quella Scienza ciecamente , ma fedelmente 
ci guida a conseguenze le quali, non fapendone noi penetrare la 
loro connettione coll’ idee intermedie , ci fembrérebbero contrad¬ 
ditorie , fe una’rigorofa dimoftrazione non ci convincere della 
loro neceflìt'a . Di un tal genere fono quefte ch’ora prefento , 
che non differifeono dalle accennate fe non per la loro novità, e 
per 1’ ofeuritk di quel folo che le propone . Spero però di po¬ 
terle rendere evidentiflìme , quando abbia convinti i Geometri 
della loro legittimiti. Che fe le antecedenti fei propofizioni fo¬ 
no ( come credo ) rigorofamente dimoftrate , faranno anche ta¬ 
li le confeguenze immediate che ne difendono . 

§• 34 * Quinci 1 ’ertrazione della loro radice quadrata ci fom- 
miniftreA altre lei Propofizioni , che qui fa d’uopo, per ciò che 
fegue , ad una. ad una di regirtrare 
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1 V-f+t' 

2*7 + | ~8 27 

| 2*7 " 1 8 27 — 

— I 1 4- 2 7 j 

—q V~- —q x 4 - />* 
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§• 35- 
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§• 35 * Soche ad onta di ciò, che ho fuperiormente dimoftrato, 
fi ripeterà di nuovo che quell’ ultime equazioni peggiori delle 
prime ballerebbero a chi non è acciecato dalla prevenzione a. 
far conofcere 1* aflfurdità delle premefle : perchè fe fi doveffero 
adottare , dovrebbefi ammettere non folo il pofitivo eguale al 
negativo , ma dì più il reale all’ immaginario . Ma io di nuo¬ 
vo rifpondo, che in indichino coerenti a fe (ledi , e fenza ca¬ 
dere in petizione di principio qual fia 1’ errore nelle premede , 
e mi do per vinto. Che fe non ce, a buono a mal grado con¬ 
viene foffrire le confeguenze : indi cogli IlelTi fuperiori metodi 
palfo a dimoftrare la perfetta egualità anche di quelle , ed in 
fine alcune rifieffioni , che renderanno meno infoffribile la van¬ 
tata alfurdità di tali equazioni . 

_ . , _ 4 . _ - 

3 <5. Dalla (VII) fi ricava ^ q ... // ~^ > 'Ì7 >I 
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§. 37. Secondo metodo: ] ? , v -?-\-p* 
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27 


-T"? — Z ~~? a ~kg 


f' , *5 é+2 

2 F- 1 8 4 7 

v , v=^_ . 

1 jri 1 8 *7 


4 


4 

Y* 

__ 

? r r±+?i 

-il- f-5’+P S 

1 T Z7 

2 ^ 1 8 27 

2 * 

Z3 Y 4- p ì 

'2 1 8 27 

V ^ 

r — 7 1 f— 7’+P' 

2^? 1 8 *7 

-- 

— 1 l 4 27 

-? 4 . r-7’+£i 

1 8 .27 


—7 _Tr^!. 4-jg, 

2^7 * 8 2 7 


-7 ,_f-^.+ £. 

2^ i 8 27 
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A. 


—? 

+ 

! 

Ì&+/” 

2^2 

1 

8 27 


+ 


z£.+£L 

2^ 

1 

8 27 




r rL _ 


_f ri__, )p z£+?* 

a *V ' 1 » 27 


8 27 JL . 

1 2*7 M 8 27 


_T|- 4 _ :=2l+£L __L , 


8 2 7 I zVz 


_ :=£_ 4, fz£+£! 

Z+Z" 1 8 2 ? 
r 2 7 _* 

^ i t r 7 


j=l! . zsH-*’ . 
8 27 


§. 51. Ci rimane la (XII), lacuale cosi pel primo metodo fi 


dimoftra. Quella moltiplicata per ^—1 *Cjzi~ 

1 2^2 


*f ci dà 
8 2 7 


~v= -\~c — + ~ r-- -1 r , z?!+£L~ T—+ 

■ 2 n 8 2 7 1 2 ^r + i 8 2 7 I I 4 27 1 2^r + i 8 27 


offia \ ir- + f -f^ = f f;TL-+P1 fi- . fE£+£L : 

1 2 2 I * 2 7 i 4 27 1 I 4 27 I 2^2 + I 8 27 


identica. 


§. 52. Secondo metodo: 1 ~ — 
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iVz 


| » a 7 * V'^l 


^77 7 

ZlTLLTL- 

-? ^ zl'+tl 

2*7 + 8 *7 


27 




'**r. 


8 271 z^a 


8 27 




2*7 I 8 27 


+Ys=?+-t 

zV2 I 8 2 7 


?=- I + 


v~ 




V-ztWL 

4 2 7 


| »*£ 1 _ | 8 27 

//- 


—9 

I 8 27 




_*_ , fn’+ei 

2^2 + 1 8 *7 

+ uZt+L 

2*7 ^ 8 17 


i P^f+P 

-i I 4 *7 


F' 


v' 


§• 53 » Metodo terzo*. 


* /z -?H-/' 5 


—X I 


4 27 


Tf^' 

I x 2 7 


—? 


, r’-^i’+z” 

2" "*■ t 8 ~7 



r~ 


■<L _ ^ r —?’+?’ _ 

2*7 | 8 27 . 


§• 54- 
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54. E" fuperfluo l’avvertire, che fe nell’ antecedente e nell* 
undecima , in cui abbiamo moltiplicato il primo membro per 



invece 



aveffimo fatto 


V~x 

r-i 



fi farebbero prefentate la (X) e (IX). 

55. E' offervabile che 1 ’ultime fei equazioni , radici qua¬ 
drate delle prime fei , fono tutte affette dal folo legno pofiti- 
vo . Non è però difficile d* accorgerti, che ad ognuna di elfe fi 
può prefiggere anche il fegno negativo . Imperocché fara 


V ' 


£ + 


v~. 


+ p* 
8 37 


v ■ 


l- + 


8 27 



f —7* 

I 8 z 7 

S —f+Pl 
I « *7 


—+ 
17- “ 


*1-+~£L » —? __ f -rg4 -/ ?l 


r=l. r 


n + s 


*7 


= r 


r-i + fdc+é. 

7 ? + 8 *7 


- 


_ v =f+t. 

tVz 1 8 17 


v -±+ v Ef+r>=i hrfzsJ^t '=« - 

“1 il'i | 8 I 7 1 8 27 I ivi I 8 *7/ ^2 I 8 17 


xV Z 








2 7 


8 17 
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4 

; V~ 


4 


2 7 2*C 


2 7 


— __+ ZXTlL 

8 ^71 2^2 l 8 27 


4 

}/"--- 

4 


1 , , K rfli-eL 

' 2^2 ^ | 8 27 

4 

r ^ , f—^ 

1 2^" t "| 8 27 


^ j 


= — r -*'+>• — 2 1 8 2 7 

I 7 — ? a + /> J 1 

2^2 1 8 *7 

[ + 2 ?1 _i + ~ 

' 2^ ^ | 8 T 7 

1 4 27 

? 1 

2^2 1 8 27 


eh è la (VII), ma negativa. Con fìmile maneggio di calcolo fi 
troverà la (VII!) negativa. 

§. 56. SaA di pii, fra + f affa. 






=L . fz£+ pì 

SZ ^ I 8 27 


ir + 




jf+il 
8 27 


+ 

2^2 


8 27 


_ f ->«7 '/zzqz* r - rz^xr. f-? , f x_ . *T-=?l+£ 


v-i .-1 jT-f-^1 

I tl'z 8 


-i ir =- 

y~ I 2_SHf 

F ‘ 1 & I 8 2? 


4__ 

=r-^ 

\ zVz 1 8 *7 


-l+t'—ì' +1' , _7_ + Z^ + P ì |_5 Zzf+t 

iVz A 8 17 1 2^ 1 8 2 7 2 f/ 2 ' 8 27 


«r-f _ v ^w \zi 

1 " - ' 8 27 I 1 “ " 


zVz 


27 


rXx . V~r 
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— | I ^ — 9 ’+/»* 

2 7 / 1 s 


2 7 , 


Fi?. F- 

4 

V 


1 -£ — fr*ì+£ f —_ K-É+ 1 L f ? 4. ^zi’ +£’ 

1 2? 2 1 8 2 7 2P2 1 8 17 * r 1 • 8 J7 


V 


r _f-e = r ? 

2^2 i 8 27 4 27 * 4 27 / 


4 




F"" 


I 8 27’ 


27 1 2V2 

identica come ricerca il primo metodo . Cosi farà dell’altra 
§. 51. , colla fola differenza , che nel primo membro ci farà 

1 

il coefficiente y~— invece di v~ , e v—* nel fecondo invece - 
A' 1 / 

di y— . 


j 4 ___ 

58. Col terzo metodo farà _ V—^y 

— 1 I 4 27 


i 4. _ 

= v—^KA 1 "2—l r~ 


K" 






8 27 


.72 I 8 27 


/i+| 

^Tt*+£i. 

8 27 


^"-?*+£L 
| S 17 


r= 2 !+£l 

8 27 


-1 + 
2^2 


»CZ 


y£ +Pi 

8 27 






:-v- 


-:+p! 

2 7 


r 


7 —1 l 2^2 


* __ v—f+h Y * 


. 7 » £_ f _Z_ . — 1 

1 8 27 1 a f7 1 8 


27 
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V~ y "i\Z 

1 +1 “g ~ : e cos>1 dell’ al- 


= f—I—-fr2l+£ì 

^ 1 | 2^2 I 8 27 A 2^2 1 8 27 

tre. Seguendo le fte/Te traccie fi troverà competere a tutte Tal 
tre radicali equazioni il doppio valore j. 

§. 5^. Si rifletta, che le fei prime equazioni fono efprefle con 
valori tutti reali parte pofitivi parte negativi , nè in effe vi fi 
rinviene 1 immaginario : ficchè pare efTo efclufo acutamente 
da elle Dall altra parte olTervo, che fe moltiplico la (VII) af¬ 
fetta dal + 1 per la (i X ) e p er la (XI); e la (Vili) pofitiva e 
B ativa pei a (X) e (XII), mi fi prefentano le fei prime af- 

fette dai feeni + y -> _ L_ i . ^ 

° CU1 H raccoglie che può 

anche ciafcuna delle prime fei comparire fotto 1' afpetto d’ im¬ 
maginaria, ed elfere 4. frE+t! 

<« . a Vi. I 8- 27 


y' 


= + r- 


—? 
2V2 




■? 


I 8 i 7 


*• do. Pure fe maneggeremo quell’ equazione coi metodi con 
cui abbiamo trattate l’altre fei prime, troveremo ZL 7 + F n’+Pl 

2^1 I 8 17 





3. + f-a’+r 

zVz I ^8 27 


-=? + 


1' 


8 27 


+ 




- + | : ed in fi- 

I 8 27 


ne 
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ne i =+ y"~i , equazione, per cui fi conchiude con franchez¬ 
za imponibile affolutamente la fuppofizione, ed affurda per con- 
feguenza l’equazione affolutamente. 

61. E' però ( mi fia permeilo il dirlo ) troppo precipita¬ 
ta la conchiufione : poiché da queft’ ultima equazione , anche 
fuppofta aflurda affolutamente , altro non fi potrebbe al più de¬ 
durre, fe non fe che col metodo fuperiore non è poffibile di rin¬ 
venirvi P egualità : ma che bensì lo poffiamo col metodo tenuto 
nell’ ultime fei . Di fatto oltre che P ultime equazioni ci accer¬ 
tano col fatto della detta egualità , ecco come la dimoftro . 


ó2 - suppongo 




V=i 

I 4 27 


-ir- 4 - f 


8 27 

: ma =? -f 7 ZZTrr 
v 2^2 | 8 27 


r—f+p' 


4- —— ' ~ 

& I 8 2 7 



fri 4. 
1 8 27 1 ^ 


1 8 


4 £!: dunque collocato in¬ 


vece del primo radicale il fuo valore ritrovato nella (VII), ed 
invece del fecondo il valore ritrovato nella (IX), avrò 

. q _ , 

~ 2*T / 8 27 



—7 j_ 'f—q'+P* 


2^2 


+M 


V 


8 27 


? . x zf+L’ 

8 2 7 


2? 2 


- f n 1 +z‘ 12 ' 2 

4 *7, 


3 . , X^+ P L 

-j_| Q — 


8 27 


?r+|-T 


4 - 2 ! 


8 27 


eh’è la fuppofta. Quefta cosi fi trasformi : |^ 
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f- 


ih + 


r^+? r 




. _ , , •?*+/>’ 

8 2 7 I 2^2 8 z 7 


__1 _ j» ^ ~~^-f -p' 

2 ^2 1 8 27 


?. I riH-/" 

' I s? ““ 


2 7 


V 


v-,.v-l ^=- f=f+^r r^i+£i 

22 2 8 271 Z V 2 I S 27 


-? 1 

2^ “M 8 *7 


+ 


I « 2 7 






—4 4 . ^ r- 4 . 

2 ^ 2 " I 8 27 I 




A —! 


£+£ 

8 27 


+ r"=?+^i 


8 27 


^-£H 

2*2 | 8 27 


__1 , r ZL*+£ 


7^ 




—? 1 ^ —Z'-hr | y , ^ —y'-hpj_ 

I 8 2 7 I 2P2 | ' 8 27 


—» , * —l'+P* 

2 ^r * t 8 27 


__ 1 , —g’H-/» 1 

2 ^r ^ 1 s 27 


moltiplicando per ^—i ciafcuno dei fattori dell’ ultimo radica¬ 


le : e confeguentemente —: -f. \ S “h£. J 

*** j 8 2 7 


- I s4 + I ^ + \~i +P Ty identlca > che cI rafficur3 

della verità di quella equazione, la quale finora creduta da miei 
Oppofitori afiolutamente aflurda, li ha coftretti a limitare l’ine— 
fauribile natura della quantità y cercando l’errore dove non c’è. 

63 . L’ antecedente dimoftrazione fuggeritaci dal primo me¬ 
todo da me praticato convince fenza evidenza . Efaminiamo fe 

N per 
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per avventura il nollro fecondo e terzo metodo ci porga qual¬ 
che lume che ci rifchiari. Riprefa pertanto l’equazione (VII) 

alzata al quadrato, far'a + T 


V 


- ~-l 


+ *'-?>+/.> 

1 s r 7 

F-r +p' 

1 4 27 

1 

fz T 1 8 t 7 


Y' 


Y 


4 27 


r-zild-zi 

2^2 | 8 27 


__X f P 1 

zVz 8 27 


ora io oflervo, che fi eguaglia a due coppie diverfe di 

fattori, cioè 


+11 . 

4 * 7 ^ 1 8 27 






■**+/> 


r: 




:£+£. JTX. _ X—^ p — • i 

8 27 * 2^2 8 27 * 


8 27 

primi due nella no- 


• t> 3 CJ* 

lira fuppofizione di - > — politivi , gli altri due negativi , 
PofTo dunque foflituire in ciafcuno dei fuperiori radicali invece 

di tutte le combinazioni che fi poflbno fare di quelle 

due coppie di fattori , ed avrò quattro diverfe equazioni , le 
quali ridotte a femplicith fi riducono alle feguenti, 

tutti polkivi ; 1 = ffFTFffpTf 

tutti negativi; 1= j f(i ) 1 \ [ (— i) l > la prima coppia dei po¬ 
litivi, la feconda dei negativi; i = [ / f r (_ I j* vicever- 

fa : equazioni tutte che nafcono dalla fola equazione al prin¬ 
cipio di quello §. propolla : fecondo che fi alfumonc pofitivi o 

ne- 
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negativi i fattori coftituenti Io fletto prodotto — Hf! # 

§. tf 4 . La prima x- ^^731 = (l) ? =1 ci dK 


la .( v *0 pofitiva ; la feconda i = 



- 0* -- 1 > ovvero i = ^ [ ( _ x ) 4 = [^ ( - x )i 

= 1 ^ 1 ^ ( 1 )* = ( i ) ' = i : che perciò ci dk la fet- 

tima tanto pofitiva che negativa , e ci avverte che l’unita 
attratta del primo membro deve ettere nel fecondo cafo confide- 
rata ficcome negativa . La terza e quarta fono le flette , cioè 
1 = 1 • A^i.j izz^ì- che ci danno la (IX), e c* 

infegnano che 1* unità del primo membro deve attumerfì imma¬ 
ginaria : ciafcuna però conferva l’omogeneità delle dimenfioni , 
che non è fiata finora sì gelofamente cuftodita come dovevafi : 
ma di quefto più opportunamente . 

§■ 6 5. Si oflervi innoltre che fi può efprimere 1 ’ equazione del 


§. 6 3. nel modo feguente 4- 


I » 27 


i 

V 

^ J 7 _ V 

V - 

“7 

— 

^ ~l'-bP* 

2^2 1 8 27 | q'-±pi 

2*7 


1 4 27 

—? ^ —fM-/’* j 1 4 27 

7 



2V2 1 8 27 1 

2*7 

cioè polii in una delle frazioni i due negativi 


+ 


kz; 


l'+j pj 
27. 


v~. 


+£ 

8 27 


dei pofitivi : giacché 


+ V=. 


-*• +r' 

8 27 


J __ 


+ K=f+ti 

2V2 I 8 27 


V—t'-j-p*. 
1 8 27 


—? 

2^7 


I 8 *7 

Qpe- 
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Quella poi mi giova per ora nelle quattro feguenti maniere rap* 

prefentarla. + ( =j + r 7 


V _ ì' r —q + ^r-f ^ 

in | 8 2 7 | vzz 


27 ^ y~ 


zVx 1 8 27 


£+£ 3 2F2 1 8 27 .- 

4 l 7 L^r^‘ 

! a?- T 8 27 


—7 

2^ 


y—q x +F 

1 8 27 
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y—.vl 

1 4 *7 vzr lt v- 


v n , 7 -^+F 

l s 27 


2^2 I 8 27 


#< 


-t- pi 
4 *7 


_^_i/=Ì’+Zi 

2F2 “** 1 8 27. 


jl -r 

8 2 7 


X 4. f'br+e. 

«, + I 8 


—7 


27 


F 




F 


K - f+f l '~ I 

2^ 1 

tN 

N 

1 “ 

r=f + g-1 

| 4 *7 177 


1 4 *7 


2^2 l 

8 27 

1 




8 27 : 


x; +S+Z 


2F2 


27 


ri + 

*rr ^ s 


27 


F 

I “7 r 7 »=7 


.rrf+^F 

I 8 27 


y" 


_ . r r£+* 

2- + l 8 


27 


^rl’ 4 £ 
I 4 27 


—7 I ,' |A — 7 *+f* 
2^2 1 8 27 

_!L j. ,^ 5 + 2 .* 

8' 27 


Di 




£3 

Kvjoilo'j 

Di fatto 




I ' 1 I 

~~ + / 8 * 7 ’ 


; ° *7 

; Ji +. f.:=?’+£ 

Vt2 I 8 27 


- 

ili JC 


8 27 


-* f' zl'-HL 

2^2 8 27 


firn 
V~ 

~~vf- 


V" 


2 Vi 


T 


f^r+ph JJ: _ f-f+p' 

1 s - v—i. v—i 1 — — 

— v~- vt 


- ‘ .5 


K-*\+/>’ 

2 Vz | 8 27 


8 27 


SU 

2*7 


f nf-Hl 

8 >7 


della prima 


-=1 + ^=|’-RL 

- — ) valore che foftituito invece 

j_ _l rri’+p { i' 


< 1 1 1 _ 9 _ , ; - 

- 2*7 T I 8 27 

>rima frazione nell’ equazione del §. <53. ci dk la prima 


di quello . Sarh. pure 

I • 


J/~ 17- 

7V2 1 8 27 


V' 


zVz 1 8 27 


2 ^ 


Y~S 2 L+P' 
i s ^ 


_ r= f+?’ 

f* I 8> 


b‘J 




V j_ f zÉ+L 

yz I 8 2 7 z 7 " r .^ì 


jr- 


£ + 


^Z2*+£* 1.^—j 


8 27 


2^2 


f=i!+P‘ 

1 8 27 


-9. _ r-£ +^ 

2^2 I 8 27 


r ~ s ~ 


r . r"—?'+/’ 


7 'S—f+p 

+ I "» *7 


2^2 


8 27 

_ ? z_j _ pì j da Cll i 7 fatta la foflituzioric 

“T 27 


an* 
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antidetta, nafce la feconda di quello §. La terza e la quarta ci 
vengono fomminiftrate dai due primi fattori dell unità collocati 
fuori del fegno . 

§. 66. Le due prime equazioni del §. antecedente falvando Y 
omogeneità delle dimenfioni ci prefentano quell* altre due: 

*T. v ~ V-.. *T. = ZZlZIL . La prima 

vfTvf ~ *T. V T ’ VT . vT r=T x . 

di quelle ci dà VT z=z -p =—-1 l’altra v x zz —p=r * 

Ora fe vogliamo V~ x . VZT = — i, farà la prima 


f'x = 
da ^ 


_ _ } __ ____ la fecon¬ 
di ^7 - F 7 


rT. v Jll v ~ — v ~' v ~ 1 ' v ~ 

—i 


^ 7 . _ ^7 


- ^ 7 - ^7 

1 % VT falva la flefla dimenfione : e quinci fi dimollra la 


— i 


necelfità del doppio valore di V x ~ + V\ = -—/l L altre 

i • j ^7 *^77 — y— V — i' ed ( i )~ 

due ci danno — = > e x ' v ' 

= ( _ ’x y. Se vogliamo ( — i )■ == — i, ne nafce di confe- 
guenza VT . V\ eguale al quadrato dell’ unità negativa : nè fi 
avrà mai V l9 V 1 — i pofitivo, fe non fi faccia ~ i) 

___ __ lt p) a l c he ne rifultano l’equazioni da noi llabilite 

nei §. fu peri ori. 

6y. Le quali tutte nafcendo dalla fola equazione del <* 3 « 

faranno abbracciate anche dalla fola i = f^(0* • Per¬ 

chè 
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chè i cs 1^(1 ) z {= (O 7 = 1 - Ma { v {iy 1 v (i) 


io Z 

? SrM 


= f V {-ivr r (-i) 2 , effendo (-i)« = CO*! 


sa 


e fn-Ty r^=U- f(-i) 2 . = r=i.r=l= r 1: 

e perciò volendo Affare col fecondo noftro metodo i valori dell’ 
unita del primo membro di quella equazione , farà. 1’ unitk dei 
primo membro nel primo cafo pofitiva , negativa nel fecondo • 

Di più quella Ideila f^ r (-1) 1 \ v {- i)* ss T(~ 0 * \ V ( l Y 

= M. ^7 


V~ ~T F—", F- F7 

i(-0* i(i)5 = *=?■• * = r— 


= 1 ( x )‘ . V~ — — E . F— i = — f'i . V—i : onde i — 4- V~. V— i, 

V- V- 

e r7=+. immaginaria politi va e negativa. Dall’ultima poi 

V 7 v 

fe ne cavano 1’ altre due i = +• vr. = ± • fztt 


=-r( r )‘^ -7=±r( i )*[sp=± r -K= : e ^ = f = : che f ° n ° 

finalmente Y equazioni da noi fuperiormente ritrovate, le quali 

V" rr V 7 r 

tutte non anno altra origine che la fola i = i ^(i) a i 

§. 68 . Come poi il fecondo membro fi trafmuti e fi eguagli 
al primo, la terza noftra manieradi dimoftrarlo ce lo fa toccar 
con mano . Imperocché per darne un efempio fark ft . vzri 

~V—i^ V (iy l \ V (—i )*: ma (— l)*=(i)*: dunque^. VZi 

~ f f(i)’ 1 # r ( 0 * == vT • V T = i : ed ecco come il fecon¬ 
do membro che fi prefenta fotto l’afpetto d’immaginario, ado- 

pra- 


-VT 


vT 


4 - i 
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prate le vere formole , pofla divenire reale ed eguagliarli all 7 
unità pofitiva del primo membro : col qual artificio fi giuftifi-' 
cano tutte l’altre noftre equazioni. 

69. Colle ftefle avvertenze fi toglie la ripugnanza apparen- 

_ pi 

te dell’equazione 1 = — 1, che ci prefenta + | — g ^ 




_ _ i '=£+£_ 

I 4 *7 


-L (ZX+l 

zVz | 8 27 


zV- 






1. Perchè quella fi può ridur- 


8 Zy 


la 0 alla feguente -!• 4. . 


2F2 


q V—g 1 4 -pi 

z v z 1 8 27 


—7 _ ~ PJ _ 

z Vl 1 8 27 


-=4 -h 1 ^±V-t-£ 

2 ^ 2 I 8 27 


q , fiX+ìL 


8 27 


—7 if—g a +£_- 
8 27 


+ r-f+y» 


-x + r=£^ 

^ | 8 27 


2^2 


8 27 


7 


frf 4 -£ 


_ tCT.r- 


—■? , r*Tf1+H : onde i — — ^7. i 

1PT + I 8 

= _(— i )*=—(— i) = i: la quale devefi certamente da 
tutti accordare: poiché fi vuole in ogni cafo v — i■ Vi- i = — r• 

All’incontro i = t^T)* = ^(=“Tf = 1 > ? =-_^ Perciò 
il fecondo membro fi eguaglia al primo, pollo V_ t .V -, = — i. 

e viceverfa pollo ■ V—i — ^ 1 ')* = 4 1 7 = 1 ’ 11 P r '“ 
ino fi eguaglia al fecóndo, 

§• 7°> 
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70. Oppure la fteffa fi può nel feguente modo efporre : 






8 27 


V' 


V 


1 .Ti+fbr+ti 

2^2 ì 8 27 


1 * " 7^+1 




8 27 


r*_ -1 rr*'+?: 

zVz 1 8 27 


2 ^" 


+ 1 


8 27 


Vi- v X. ZZ + fzE+ii : onde i s= — /'TTy . Ma (i)* 

tf'i 1 8 . » 7 ^ 


— (—i) 1 : dunque i = — ^(— i) 1 — — (— l) = i: cioè il fé- 
condo membro eguale al primo. Ovvero i = f ( i )’ = f (- i)* 

^ — — 1 : cioè a dire il primo membro che rappre- 

lenta l’unita pofitiva fi trasforma nella negativa del membro fe¬ 
condo . O per meglio dire, il primo membro è lo fteffo che il 
fecondo , quando ben fì concepifca dì qual natura di quanti tei 
abbia ad eflere quella che col nome di unità adattamente 
prefa all* uno ed all' altro compete . Altrimenti operando fi pa¬ 
ragonano fra loro quantità fuor di mifura comune : dal qual 
fovvertimento della fpecie dell’unit'a nafee unicamente l’immagi¬ 
nario- che fpeffo introducefi nei calcoli analitici: effendo vera- 
mente ed aleutamente imponibile paragonare fra loro quanti¬ 
tà fuor di comune mifura . 

71. La materia però è di tanta importanza e si lontana 
fin ora dal giudizio comune, che prima di cavare ulteriori con¬ 
fluenze , non faranno mai fuperflue nuove rifleffioni per iftabi- 
lire la verità dell’equazioni fuperiori, e principalmente delle due 
(II) e (Iff) dai miei oppofitori rigettatemi come affolutamente 
erronee ; e per convincere Tempre più della neceflità del doppio 

O va- 


io 6 
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valore deU’efpreflione ( - iY 5 . Prefa pertanto la ri + 

^ I 8 T 7 


— i 4 27 


//- T 7 ==r 

~zL- _l_ *iii4■£* 
2 y 2 I 8 27• 


_I 4. v -f+p* 

1 T r 7 








8 2 7 1 aPJ 


t.rs+èr 


oflervo ch’ella è —1 4 


2^2 » 8 27 


^ -7 , f:nf+iL 

2^2 1 8 2 7 

y — 9-+f» 

1 8 *7 j 

7 . 

1 **T T | 8 27 


8 27 


9 , ^-zii+fL 

a^* 8 2 7 


_i. _=L 4 _f r = ?l+!l. =L + fzZ+Z* 

»^a 1 8 27 ' 1 8 27 


= - rr u v=r. n.+ \ n’+£L = v=ì.v=ì. ? 

l 8 27 "J? - ~ - 


2 7 


= (— *)* • 1 _f—'^ (* a ) : equazione che non mi viene 

a*T | 8 27 

da chi che fia contraddetta . Ma quella ftefla j=±t _j_ 

I 8 27 


a" a 


^ I 



zi_ ^zzN“^ ? , 

2^2 1 8 27 I 

i 

2*7 *" 

r”—7’+?' 

| 8 27 


y" 


1 8 27 

* 


- 7 - 4. X ~ f+jt ' 

t y i + 1 8 *7 

2^2 

1 8 27 1 


V" 


— 4 -j Zf+^ ' 

Vi \ 8 r 7 


-i—4-1 zf+z* 

2^7 8 -»rr 


8 




8 27 
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= - r-iif-i. ±L_ f=£+±’ (II*): la quale non fo come, 

2^2 I 8 27 > 

ammetta la prima, fi potta rigettare. 

72. Similmente la zzi. _ fZC~+tl 
y ' *■ z | 8 27 


/ 


I 4 27 


J , f :=£+£_ 
-f 1 s 2 7 


^- - — ci dark ZI? _ f JÙ^~ P L 

H- 4. f =£+£ ^ [ 8 27 

2^2 I 8 27 


z^- 


= >q: 

' I 2F2 


KZT 


K' - 


r+f j __ i _ _r -? 1 -}-/’ 1 
8 27 1 2^r 1 8 27 


~h + 


V—q'+p* 
l 8 27 


—? , Fzf "H’* 

2^2 1 8 27 




F" 


2^1 I 8 *7 j _ J. 

-=i 4. r±E+£ 

,.af 7 ^ I 8 27 


^ + l 




=?+£.-*-jZ-aL+i 

8 2 7 8 27 


= + f. = C-O r . + f5i+E 

i p 2 I 8 l 7 zt'i i is „ 


(I*) . Ovvero =L, - f=il+£l 

7 2^2 i S 27 


V"- 


— I. —? __ , Z W"hP* 

2^2 "* ! 8 27 


F 


~7 . l'—f+P* 

2^2 > | 8 27 


~u — f 014*1—i.~zi_ 

^ 1 8 — w 


27 


] 8 27 


= 1 • Z^. __ (II a ) : metodo che fi potrk ap- 

2^2 1 8 27 r 

plicare a tutte l’altre, e che fe vifibilmente fi conofce legittimo 

O 2 nell’ 
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nell equazioni fegnate (I a ) , non fi proverà mai infuffiftente e 
falfo in quelle fegnate (II 3 ). 

§• 73. Ora io cosi la difcorro : lo ftelfo legittimo maneggio 
di calcolo mi autentica abbaftanza le due diverfe efpreflìoni a 
cui fi eguaglia cìafcun dei due fattori: fono dunque verilfime le 


1)*. 3 

2 I 8 2 7 8 27—^ ' • » 




8 *7—" *' • ** 7+1 


v~ 


-K 

8 27 ’ 


* ! 8 r 7 ^T + -8 ^ ; Sr*|-§r 7 : 


dunque (-i) T . _L._ ! zl‘+£! = 4. f-f’+T'’ , e 

*K~- I 8 2 7 V 2^- + l “8 

si dicali dell’ altra . 


CO- 


§. 74. Se però feguendo 1 * opinione univerfalmente abbraccia^ 
ta , fuppongo lempre (— i)* = — i , trovo r:l_ + iT—f+P 3 . 

2y z I 8 27 

= -1_j ed i=- 1. Ma fecondo 1 ’ opinione co- 

2^2 J 8 27 

mune quefF equazione è alfurda : dunque fe non c è errore nel 
Calcolo da cui è fiata dedotta , conviene ncceffariamente per i 


comuni principj, che confermo eflere il valore di ( — 1 ) * nel 


fecondo membro diverfo dal primo, offia (— i) 2 = (i) r , co¬ 
me di fatto c’infegna l’Analifi effere — 1. —i = i 2 . Quefta è la 
confeguenza neceffaria che fe ne dovrebbe dedurre, fe fi volef- 
fe evitare il fuppofto affurdo : non negare la verità di un calco- 
colo che non fi può attaccare fenza rigettare anche ciò che 
non fi vuole, e fovvertire ogni criterio che ci può guidare al¬ 
la verità . 


75» 
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§• 75 - Opportunamente farò vedere le mirabili confeguenze 
che difendono da tali premeffe. Intanto da quefte Memorie, a 
cui non fi oppofe che un’apparente ripugnanza nata dalla trop¬ 
pa ficurezza dei metodi comuni , refta per modo dimoftrata la 

neceffità del doppio valore deH’efpreflìone ( — i) : = + i, che 
non potrebbevi aver luogo la dubbie tk, fe la prevenzione intro¬ 
dottaci dai noftri ultimi più celebri Maeftri che l’anno relega¬ 
ta al folo valore — i , lafciafle libera la mente ad un efame 
imparziale e fìncero . Dico dei noftri più recenti Maeftri : per¬ 
chè i primi non meno valenti Algebrifti le anno attribuita in¬ 
certa ed ambigua fignificazione : ficcome mi farebbe facile a di¬ 
tti oftrarlo ieguendo la ftoria di tale formola a chi me ne chie- 
deffe ragione. Anzi potrei addurre qualche cafo , in cui nei cal¬ 
coli più fublimi per non opporfi alla veritù altronde conofciuta fi 
difeoftarono i recenti, fenza avvertirlo, dal loro Canone ftabilito. 
§. y6. Ma mi fi dirà che con tutto ciò fi dù di petto nello 

fteftò fuppofto aflurdo : poiché concefio anche il diverfo valore 
» » > 
di ( —. i)* , fatta f equazione nafeerù ( — ij x z=z (— i ) r , offia 

i — i confeguenza dichiarata affùrda con le fue confeguenze. 
A quefto rifpondo primieramente che non è poi tanto affurda 
come fi fpaccia tal illazione . Ma di quella ne parlerò di pro- 
pofito altrove . Rifpondo in fecondo luogo, che quelle equazio- 
ni di i = — i , e di -i — i, che mal intefe fi giudicano af* 
furde , infieme accoppiate , come ricerca F equazione fteffa prin¬ 
cipale, fi giuftificano pienamente. Imperocché 


( -1 )* • Zil+Zl = (-1)*. =i 4- ci dh 

2^2 | 8 27 zVz [ 8 27 

1 1 * 

(— i) r . I =3 — 1 : ma pofto (—1)* del primo mem- 



i) r del fecondo — I, farù ^ 
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oppure porto nel primo membro (_ i) r = i, = _ i nel f e . 
condoj ci dark i. i — _ x. _ li Ovvero fatto 

a ______ f _ 

(-1)*. - i. _ri + j'-zc+pi — (-o r . i. n , fSi+£i 

2^2 | 8 27 2^2 ^ I 8 27 ’ 

onde (—1/. 1 =: (— x ) *. 1, e porto (— 1 j~ nel primo mem- 

— 1, — — 1 nel fecondo, farà 1. — 1 ^ — 1.1:0 fi¬ 
nalmente fatto (~-l) 2 = — 1 nel primo, — 1 nel fecondo, 

1 • — 1 = 1. 1 : equazioni tutte che non fi ponno negare . 
77 - La tanto dunque vantata aflurdita delle confeguenze da 
me dedotte nafce primieramente dal pregiudizio univerfale di 

non attribuire che il valore negativo all’ efprertione ( *— 1 )* 

y- -— 

— 1 ( — O* 5 febbene tutti accordino che prima di porvi il 
fegno radicale fia fempre ( — 1 ) 2 = ( 1 ) a . Nafce in fecondo 
luogo dal fare lineare ciò eh’ è per fua natura di due dimen- 
fioni dividendolo per 1 . Poiché veramente l’equazione 

(- J ) r . -f=_ rr»’+£L = C — 1 )* - _=L + f -f'+p ci dk 

1 s 2 7 aFj T 1 -& r 7 

1 ) x • 1 = ( — i) *. — I, che divifa da tutti per ( — 1 )’ 
ci prefenta l’equazione 1 = — 1 giudicata arturda per non aver¬ 
la nè intefa nè maneggiata a dovere. 

78. Che meraviglia poi fe da quella fe ne deduca , 

cioè il reale eguale all’ immaginario ? quando tenuta falda P ef- 

V - 7 - v -;- 

prertìone legittima fi avrebbe l(—1) 2 . 1 = j (—1J». e 

fatto (—i) r del primo membro — 1 ; = — 1 nel fecondo, 
fi avrebbe V~i — V~T ^~= f(i)S e quinci fi 7 — (O* 

3 X 

= (i)*=i:i- Ben è vero che fatto (—i) r del primo mem¬ 
bro 
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bro = _ i; — 1 nel fecondo, nafce v~x~ sf'— c ; 0l k [> 
immaginario : ma quelle equazioni tutte non prefentano ripu¬ 
gnanza veruna. Desidero pertanto che gli Analifti s’inducano fi- 
realmente a credere degne di confiderazione quelle mie rifielfio- 
m e principiando a fofpettare poffibile qualche cagione di equi- 
voce nei principi comuni confegrati dall’autorità , efaminino fe¬ 
rmamente fe l’errore fia nelle equazioni da me prodotte , o nel- 
con ufione delle prime nozioni fu cui fi poggiano i fonda- 
menti del calcolo che poffediamo. 

79 * Ma profeguiamo cammino: la verità dell’equazioni fu. 
pei-ion a me per tante vie comprovata dimoftra legittime an- 
c e le feguenti dalie prime immediatamente dedotte 


I. 


*V 2 


ir. 


=| * r +2l. r-ril+t’ 

8 2 7 18 27 


• 4 2 7 I 4 2 7 4-j I 4 2 7 1 4 27 


IL 


—9 


4. . jzJL _ 

1 8 27 2 *T I 8 27 


2 7 

^ 4- 1 ?» 4 p ì _. 

~~ ~ 1 4 27 | "T 27 ~ ^ 




21+^1 
4 27 




4 27 


in. f- ? + ^ 

1 JT+I 


2 *+^ 7 l / - 

8 a 7 1 I 


8 27 




f'crzn 




=i+i’17-’+£i = ^ r 

4 27 1 4 27 X A 1 A 


£-HL 

4 27 1 1 4 j 7 


IV. 


ri . {■=£.+?! r -? ? -?H£ 

2t'* T I 8 27 I 2*7 1 8 27 


2 7 


_ 4- ^fZE+C ffrf+2l =: — ^ 

— 1 | 4 27 1 1 4 27 4 i 1 — i| 4 27 1 | 4 27 
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nelle quali, lìccome ognun vedrà, fono comprefe quelle della mia 
feguente Memoria che mi fi combattono . Non ottante però 
non farà mai in quella circoftanza gittato il tempo a dimoftrar- 
le neceffarie mette alla pruova dei tre metodi fuperiori indipen¬ 
dentemente da ciò che abbiamo detto . 


§. 80. Polla pertanto la jzZ f ~zrl l/ — 


2V2 


_ P ' - P 1 c ~ r \ jzf. 1 . —? Y 

1 4 27 [ 4 27 2 l/ 2 I 8 27 2^2 8 27 


-n+£ 1 .ri-fri" . -n.+fz£+^.ui. 

•I **7 I 8 27/ 2^2 1 8 271 a *7 1 8 271 2^2 I 8 27 


= r?_ V—q' + p* y —g- V—f 4- P* " 

| ■ziri I 8 27 I ^2" 1 8 27 


y — V 

X ^ I r 
I 2^2 


j _ *=£+£ V—, | =! _ 

v ; I 8 *7 \ -PI I 8 27 


__ _ fì=f’+£! jzi _ y'~ ?* -t-g 

2F2 I 8 *7 ■ 2^ 1 8 27 


— ? —? P—i'+p' . Ovvero più fem- 

= ^ + 1~ 27 2^ I 8 27 

plicemente 4 . X. zl_ _ X-w-^— 

* * + I « *7 fZ 1 8 

v z±+n fEER. — f JER XEE+t 

^ f/'ZE’i | 4 27 I 4 2 7 I 4 27 I —4 — 2 7 

ss “f - 7 ,: identica. 


§. 81 . Secondo metodo : 


—9 t f 

2^2, I 8 2 7 ’ 2^2 m 
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ii 3 


o - , -2- +f:Zl'+f f_L . ^* 4 -/’* 

J!_| ly'i | 8 271 2 V 2 1 8 27 


-1 =£ ìfit + pr ±+ fE^ r 

| 27I 2 P 2 | 8 -2 7 l 2 ^ + | 8 ,7 I ^ 

— fzt+f“ y-i'+p • > 

— — — 1 —2—' — cioè 


I -^ + 

2P2 


y~~ 


8 27 


4 27 


1 


cioè il primo membro trasformato nel fe¬ 


condo. 


-0: 


82. Terzo modo : £n2l+M 


4 27 


I 2-2 I s 27/ | s 27 | 2 r~+j ~g- r 7 \ 

— v ~ 

I 5 ?' 


R-T" 


^7 




■j?H- p? 

8 27 


ji£+£ I =*!+£. / _Tf ,^-^4-7* 

I 8 27 I 2^ | 8 27/ 2 ^ 2 / + |"~8 I 7 




2 7 | 2F2 I 8 27 


11 . “ " 1 I 2K2 I 8 27 

collocando il fecondo radicale nel luogo dell’ ultimo, e quello 
invece di quello: dunque f "Zil+£ ?zi!+£! _j?L“ P_ 

! A 27 I A 27 A 7 ' 


27 


“ -*+r-f*L. ^-r=l'+£L: ed ecco come il fecondo 


2 7 2^7 | 8 27 

membro fi converta ed eguagli il primo . 

v—rr-t r: 


§• 8 3 - Infatti pUf+t* rrX*+^! — K-i*+P* 

_____ 1 4 27 1 4 27 V—i ' 4 27 I 4 27 


27 


27 


2 7 . I 4 '27 

P 


Per la qual 


co. 
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cofa — fz!L“h£L 2 4- . Z^H"£! : verità 

• 4 27 I 4 27 l 4 2 7 4 27 

che conferma e viene confermata dalle antecedenti dimoftra- 

21 oni . 

§. 84. La feconda poi cosi facilmente fi dimoftra identica : 
2^2 I « 27 1 8 27 


= - f—^n’+£l offia 

I 4 27 | 4 27 


-? . fr**+ L ! . _L_ + r zf+1' 

2K2 I 8 27 2F2 i 8 27 




*zf+£ rx. r^+r 

l 8 27 | 2^2 I 8 27 


£_ . f Zl'+P 
■ 1 8 - 


2^2 


27 


=: _ r I^Z^+^L: che nello fletto tempo cinfegna co- 

I 4 27 I 4 27 

me il primo membro fi cangi nel fecondo. 

§. 85. Come poi il fecondo fi eguagli al primo cosi lo di- 

m offro: - f Z2!+£l f zt+ f i 

| 4 27 I 4 27 


=3 fCZ.KZl 


I 4 a 7 1 4 27 


^ <]' — ^ _ H — Pi 

\ 4 27 I 4 27 


= -9 1 ^-9’+p } • zi_ Tz2j+£ • 

zVz I 8 27 2^2 I ^ 2 7 

§. 8d. Prendiamo finalmente 1 ’ altra più ftrana 

~ q EZ lEf+E = v= ì- ^=£+ p i f zE+t , 

lfz + I “8 T 7 ' /? I 8 >7 | 4 27 ■ 4 »7 

la quale feguendo le traccie del 62. Tappiamo eflere 




y — q 1 -|- p ì 11 

j ~ *7 | 4 2 7 



-\~P' X y—, ZL 
4 z 7 1 4 27 
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t= fr-r. r-Zl'+ll f =i'+K r fzi'+Pl frr+Pi 


US 


4 2 7 


4 27 


4 2 7 j 4 27 


= I * 1 \ p* 1, : ma HK . 


rir~= V 

I ’zf.+lL : ma 1 

I 1 4 27 


*7 


4 *7 


dunque pobo nel primo radicale nel fecondo — p — y 

4 27 4 »7 


fark —1 4. ^ ;^?+£. jzl _ •"-?*+/>!, 

2 ^ 2 I 8 2 7 2^2 


*7 


= 1 "~r z^+f 1 r* fr^*+£i* = i , r _£—t 

1 1 4 27 I 4 27 I 4 27 I 4 *7 


ss — : identica , e da cui fi vede che il fecondo membro 

4 27 

lì trasforma nel primo. All’incontro fatto l — — ”~- 

r I 4 27 1 4 2 7 

S~'ir===i p >- - ■ ‘- 7 . r=r 

— ! I Zll'h— I 1 —^+ / >> , e porto il primo , — 

I 4 27 * I 4 27 ' 4 27 

9* J • ! /-> j —-1 . 

= " ~ j ed il lecondo = — — il primo membro fi con¬ 
verte nel fecondo. 

87. Cogli beffi artificj fi potrebbero giubificare tutte 1 ’ al¬ 
tre: ma io, indicata abbaftanza la brada da me battuta, trala- 
fcio di più dilungarmi per non ibancare di foverchio e me e 
tutti quelli che ne vorranno prender Telarne * Gik il complef- 
fo delle cofe da me fin ora dette ci fcopre , fe non m’ingan¬ 
no y in parte T arcano fin ora ignoto : che cioè il prodotto di 

que’ fattori femplici , a cui mai non fi attribuì che un folo va¬ 
lore j è fufcettibile di tutti que’valori reali, immaginar;, pofiti- 
vi, e negativi che abbiamo additati : ciò necefiariamente ricer- 

P 2 


can- 
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cando la natura della quantità che non foffre d’ elTere limitata 
dai noflri concepimenti . 

§. 88 . Perchè è da offervare accuratamente che tutte quelle 
mirabili trasformazioni fono effetti delle inefauribili proprietà 
*deir unità adattamente prefa , la quale perfiftendo in apparenza 
la fleffa, a qualunque poteftà s innalzi o fi abbaffì e comunque* 
fi modifichi , cangia però di dimenfione e per confeguenza di 
natura , e fa cangiare qualunque genere di quantità a cui vie¬ 
ne applicata. Ma delle mirabili prerogative di quell’ unità fino¬ 
ra affai poco conofciuta mi rifervo a parlare in altro luogo . 
Intanto per confermare maggiormente il già detto , dimoftrerò 

4 4 

brevemente quello llravagante paradolfo : che cioè 

tanto può eguagliarti a + i , che a Hh y e a ± : Seb¬ 

bene finora non gli fìa flato univerfalmente attribuito altro va¬ 
lore che il folo immaginario . 

§. 8p. Premetto il feguente Lemma: V—i — - -. Impe- 

j 

rocche è noto eflere = ~J : dunque eftratta di nuovo la 

4 _ VZTr - i - i 

radice feconda V-i = — = -;— = -— 

V=ì V~.V~ (-if-. 

= - - * — • Di fatt0 f( - i y = (- i/ 4 - 

J)0. Ciò premelfo dico , che fe è vero che fi può colloca. 

4 _ 4 _ 

re l’eguale per l’eguale, poiché T(—i) 3 = { — i , farà anche 

4 

V-1 
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ii 7 


irntjJ 


r T l = « perciò I fcl. . jfì (_ j)*; 

X —^ l — ' 

= (■“*)* ("~ 1 ) 4 ,= = (— 1 )* • ; ;■ : _ 

.. - 1 . . I. _ I 


f .VI 


§. pi. fSz~[ - 7. 

f(-O j -T(-iT (-o!* 

^ dun ^ ue ter. fr^ry = rr^iy=(- o- 

* c- 1 ) 7 

■ 1 ) — 1 • i • f'(— i ) 7 ^ : dunque II 

y-i. V-, = i. Ovvero pel Lemma, ^ : dunque 

fPÒ* 


/^= 7 . V~ = V-i- 


■ 'ì I — 

— I 


f (-1 ) s (-1 )"* T (-l)< 

* * \ ; .1 Ì ■. 

— I 


, • . ,i = , - i pel Lemma, = , * 

(-i> (-i)‘ (-i)‘. -(-1)* 

(_i)f 


(-0* 


i 5 I' 


= (-0 

(-*)" 

V pj. *rT. v ~ — 


— I 1 


— I (—l)« , 

4—— i- L- pel 


ft-*)’ fPó> rc^y r^y 

Lem- 
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Lemma: c= — 4 - -- ss e- i. (-i) r 7 — i . (—i ) 7 

v— x v—, 

ss - ^=7: dunque III. fci. fcj — L VZ l . 

IV, v~i. V~i =1 da tutti ammefla . 

§. P3. Finalmente pel Lemma KZf. i^lTT = v~, 1 

fPO 5 

— I - I — I T 

c= -— cs —;-- =-ovvero r= x _ 

(-i )* 7 (-i)~ v ~ l — i. (— 

X I XI.. 

=3 --m = -? = - ; = p= : e perciò 

(_l) ♦ {-i ) 7 (-l) r 

V. ir-. P=l'~ Z±: VI. r~ = 1 . 

K_I F-! 

§. p4« Quelle due ultime fi ponno nel feguente modo brie* 

v 4 a 

veniente dimofirare. r~i = (—i ) 1 = — i. — i 

4 __ 4 - 4 

cs —. i. T(— 0 4 (— O = — i (— ^ — i: dunque 

4 4 _ 4 4 

//— = ± v— lé V- - ± //— 

§• ?5- Per quanto Arane fembrino , perchè lontane dalla co- 
mun perfuafione , tali confeguenze fono però vere ed atte ad 
avvertirci quanta cautela ci fi richieda a maneggiare queir uni¬ 
tà aftratta e in fe ftefla e nei Tuoi efponenti , che finora con 
tanta indifferenza è fiata adoprata univerfalmente . Quindi deve 
ceffare la meraviglia fe tanta ancora regni ambiguità ed incer¬ 
tezza in propofito delle quantità immaginarie • 

96. 
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§. p 6 . In fine non polfo meglio conchiudere quella mia pre- 
fente Difefa , che col dimoflrare la verità delle mie equazioni 
ammettendo anche per belli e buoni i Canoni preferitami, da 
me citati al §• della feguente Memoria: perchè fe anche in 
quella fuppofizione ritornano quelle conféguenze , per fchifare le 
quali fono flati inventati, fi conofca la loro neceflìth, e fi cer¬ 
chi piuttoflo di fvilupparne il miflero , che Avvertire i princi¬ 
pi più generali del Calcolo . 

§• 97 • Richiamata pertanto F equazione 


ri jl -P' 

tFz | 8 27 




f -f-hP' 

I 8 2 7 


-, ^ 


zVz 


, farh anche 

8 27 


z^z | 8 27 


V~ T/ - - - 

| 2^2 1 8 27 


_?_ v —r~ +pi zi 


1 


8 271 z v z 


27 


colla fola differenza che nella noftra fuppofizione di ^ J> , 

i primi due fattori radicali fono reali, gli altri due immagina¬ 
ri . Ciò poflo adottando il metodo del §. 3 6. e feguenti fara 

( f^+Z 

' I 4 27 1 4 27 


1 i s + r 


Pi 1 

8 27 J 2 FJ I 8 27 J 


-2^ 8 




z?\ 


i-JL 

2^1 8 ^7 


y — — — = . 

I ~~~r 4. ri’+f! • _I— i_ : perchè feguendo 
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ciò che mi viene preferitto, i fattori fotto il fegno radicale fo¬ 
no tutti reali e politivi. Collocati però invece di quelli i quat¬ 
tro negativi ed immaginari ( perchè ciò non mi può elfere mai 
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ragionevolmente vietato ) avremo i ;-*’+£! i fzx’+*L 
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* ■ 
= (_i)* l -7 AEE&i . ? ?->'+£ 

I ^ + 1 « *7 7T + 1 «V 
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s= VZ X . | =?, + , z£+£ . 
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§. O in fine nell’ equazione del §. antecedente mutando i 


politivi in negativi e viceverfa avremo ì 
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e convertendo i due ultimi negativi in politivi ( giacché non 
c è ragione che mai polla vietarmelo ), 
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poiché (-i) r (- i) r =? (- 0 r = (- 0 r “ . Oppure 
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(— 0 4 (— J )* = i. (-i) 4 = - Seguendo le traccie 

comuni . Collo fteffo metodo fi troveranno gli ftefft valori affet¬ 
ti però dal 4: 

$• ioo. Quefte due ultime ci danno le due del n. Ili, §. 7<?.> 
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= _J_ ^ % f ~"g*4 -P ì , che fono due del n. IV. §. yp. 
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Dal completò delle quali cofe tutte fi conchiuda la verità ne- 
ceffaria delle mie equazioni contro tutti gli sforzi poflìbili per 
infirmarla . Il che ec. 

§. 101 . Che fe ad onta di tutto ciò fi perfifteffe da taluno a 
fpacciare per falfe quelle mie equazioni ; mi fia permeilo rifpon- 
dergli , parermi piò Arano affai che fino a quell’ ora non fi fia 
avveduto che ciò che condanna in me ficcome una ffravaganza 
inaudita ci viene naturalmente efibito dai ftelfi principj comuni, 
co’ quali fi comprova a meraviglia la verità delle mie affezio¬ 
ni . E vaglia il vero, ellraendofi la radice quadrata dall’equazio¬ 
ne x z =za 2 y non ci viene infegnato effere xz= + a } onde x—a, 
x — a ? Dunque, dico io, *• ^ a , — # — a , e per confeguen- 
za _ * : ma fi fuppone nell’Algebra comune * fempre iden¬ 
tica, dunque i = — 1 , e quindi ^7 = 

Q. 2 §. 102 . 
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102. Di piìi quando mi fi prefenta il quadrato a 1 , mi fi 
prefenta una quantità che tanto è nata dal prodotto di a . a , 
che di — a .a , nè è di mio arbitrio limitarla all* una piut- 
torto che all’altra coppia di fattori. Quindi (a) z = (~ ay — a 2 ì 

a 

fatto attualmente l’indicato quadrato di — a : Adunque 
Similmente porta a ~ i, Tara i 2 — (— i ) 2 = i 2 : perchè i 2 è 1 * 
attuale quadrato indicato foltanto dall’efpreflione (— i) 2 . Adun* 

que i r = + i. Non è dunque afiiirda 1 * equazione i = — I : poi- 

i 

chè effendo i = i 1 , ed i 2 potendo effere il quadrato di — i , 

* a 

giacché — i— iz=i 2 ; farà i —i r — (— i) 7 — — i: verilfima 

y— 

equazione . Perlochè farà anche V l rr i 1 r — : e vice- 

verfa. Ma ciò per ora di paflaggio . Quelle, febbene neceflarie, 
fono quell’ equazioni che mi fi rinfacciano : dalle quali finora , 
benché nafcenti immediatamente dai loro principj, fi fono fcru- 
polofamente artenuti i miei dottiffimi Oppofitori per non cono- 
fcere il modo di giurtificarle, e l’ufo che fe ne può fare. 

103. Non mi eftendo a cavare ulteriori confeguenze : per¬ 
chè io qui altro non pretendo, che fai vare dall’attacco di aper¬ 
ta falfità il principio fu cui fi appoggia la Memoria feguente . 
Ben è vero che in effa , girando in progreffo la cofa per un 
altro verfo , per una neceflaria concatenazione delle verità fra 
loro, dimoftro col mezzo delle rteffe confeguenze per altra via 
dimortrate quello fteffo principio da me primieramente afiunto . 


ME- 







MEMORIA TERZA* 

Bella PoJJibilità della reale foluzione analitica 
del Cafo Irreducibile . 


Li * Autori che finora anno prefo a trattare 
della foluzione analitica dell’ equazioni del 
terzo grado adottando il metodo pubblicato 
dal Cardano , ed afllinta nel cafo delle tre 
radici reali la formola Cardanica che fi 
prefenta fotto 1 afpetto d’immaginaria , an¬ 
no tutti concordemente dopo varj inutili 
sforzi conchiufo , che non è polfibile in termini finiti di libe¬ 
rarla generalmente dagl’ immaginar^ che la contaminano. Non 
poteva effe re più ragionevole e giudo un tal giudizio , perchè 
dettato dalla trilla fperienza di avere melfi in opera fenza frut¬ 
to tutti gli artifici fuggeritici dal Calcolo che polfediamo ; fe 
non fi foffe finalmente eftefo nei noflri tempi a dichiarare im- 
polfibile aleutamente ciò che finora è fiato per tutte le vie 
tentato in vano . Perchè oltre che un alfoluta e metafifica im- 
polfibilit'a ricerca una ripugnanza afioluta e tale che implichi 
contraddizione 1* inchieda ; ripugnanza , che viene fmentita dall’ 

elfere 
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eflere noi certi dell’attuale efiftenza di ciò che fi cerca ; non fi 
proverà mai edere 1 ’ Analifi che abbiamo giunta a tal termine 
di perfezione , che non fe le pofla aggiugnere nuovi metodi o 
eflendere e migliorare i già conofciuti in maniera che pofTa riu- 
fcir nell’ imprefa . 

§. 2. Laonde il credere aflolutamente imponibile ciò che fi¬ 
nora non ci riufcì di ritrovare, non può eflere fondato che fili¬ 
la fuppofizione' che non ci pofla eflere altro mezzo che il già 
praticato, di natura fila inatto all’ intento ed incapace di rifor¬ 
ma: fuppbfizione che non Tu mai dimostrata e che a mio giu¬ 
dizio non fi potrà così di leggieri dimoArare . Accordo per¬ 
tanto io ben volentieri, che ammefla la formola Cardanica fot- 
to quella forma con cui comunemente fi prefenta , porta con 
feco una tal ripugnanza ad eflere liberata coi metodi noti dagl’ 
immaginar) in termini finiti , che fembra afibluta . Non ofiante 
foAengò. ch’ella non è poi tale in fatto : e per dimofirarlo io 
mi fervo delle feguenti rifleflìoni con cui addito una nuova Ara¬ 
da non preveduta dai Matematici-, e che non effondo per confe¬ 
renza mai fiata tentata, mi* dà il diritto di poter giufiamente 
aderire eflere relativa foltanto f impoflìbilità che fi vanta aflo- 
luta , finche 1 non fi dimofiri rigorofamente o falla o inutile la 
da me indicata. 

3 . In fatti prefa l’equazione del terzo grado x 3 .*- px~ <7.^0, 
e pofiami fotto gli tocchi la fqrmola Cardanica nel càfo in qui- 

ftione, cioè * = i f + \ Z — X'—~- prima d’ 

1 > r ): i >; 1 » t 4 27 1 


' q* pi jTu.c 

ogni altra cofa premetto che - fi può confiderare come 


. . : _ . —7 7* 4 - p 1 —^ — 7 1 -f- P* 

il prodotto det due fattori j — K.' 


e quin- 
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1*7 


C quindi I -$- p - = ;~J-+{-*'+?' . Poffo 

1 | 4 *7 1 I T *7 1 ja | 8 27 


' j ’ i " j 

adunque foftituire nella formola data invece di | —il prò? 

dotto indicato di tali fattori a cui fi eguaglia , e la formola 
fi cangia nella feguente: 

3 : .a v; 
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c dividendo attualmente , 1 per 
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efprefiìone reale 5 eflendo per fuppofìzione p ~ > , 

§• 5. Ma per comun confenfo degli Algebrici VZTi z= 
offia — — pzr, dunque la ftefla prima mi da la 
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: ciafcuno adunque di tali fatto- 
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ri è neceflariamente affetto dal ± . 

§. 7. Eftratta la radice dalle precedenti formole troveremo 
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mirabile confeguenza, che ci manifefta avere ognuno dei propo¬ 
li fattori radicali due valori, uno reale, immaginario l’altro. 

§* 8. Moltiplicate infieme tali equazioni ci daranno 

V 
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4 1 fotto il fegno radicale ci prefentano le 
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che il prodotto di tali fattori è fufcettibile di quattro valori : 
politivo e negativo reale, pofitivo e negativo immaginario : 
confeguenza nuova e ftrana ma vera . 

p. Polla la verità di tali premeffe ognun vede, che fe 
v — i —, 

I 4 hrj e § ua § lia prodotto degli due alfunti fattori , e fe 
quelli fono fufcettibili di tutti que’ valori fopra ritrovati ; farà 
anche vero che ^ , che apparifce fotto una fola forma 

immaginaria, può rapprefentare tutti que’valori di cui è affet¬ 
to il prodotto | _da cui ne trae- 

I % r *\ 8 27 1 SI 1 8 27 5 

ge l’origine; febbeneJfembri a prima villa politivo foltanto im¬ 
maginario . 

io. Qui però vengo avvertito di due Canoni fondamenta¬ 
li, per mancanza dei quali non fi credono legittime tutte le mie 
fuperiori equazioni . I Canoni che mi fi preferì vono fono i fe- 
guenri. 

I. Che le quantità fotto il fegno radicale s abbiano fempre 
da moltiplicare colla legge comune dei fegni. 

II. Solamente nel cafo di moltiplicare due negativi fotto il 
radicale d’indice pari fi cambi il fegno fuori del radicale. 

Con quelli mi fi niega la verità delle equazioni II. e III. 
rifpetto alla parte negativa, e di tutte quelle che da quelle di¬ 
fendono: dimoflrando che le fuddette equazioni da me propofle 
fono erronee , perchè non confervano 1’ identità neceffaria a fla- 
bilire 1’ autenticità dell 5 equazioni. 

$. 11. Quantunque quello fecondo Canone fia affai arbitrario, 
inventato al momento pel fine prefilfofi , e in contraddizione 
col primo ( come ho accennato nella mia Prefazione ) , e che 

to- 
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toglierebbe all’Analifi il più bel di lei pregio, eh’è la genera¬ 
lità, perchè ogni nuovo cangiamento di valore di ciafcuna data 
ricercherebbe la rinnovazione di tutto il calcolo per fapere qua I 
legno fi dovette affiggere fuori dei radicali componenti 1* ultima 
finale equazione; e febbene ad onta di tutto ciò che mi fu op- 
pofto e che fe mi potette opporre fui fondamento di tali Ca¬ 
noni , fieno nella antecedente Memoria abbaftanza giuftificate 
tutte le mie equazioni ; non ottante dirò foltanto di patteggio, 
che ammetti anche i Canoni preferitami , da quetti tteflì fi pruo- 
va evidentemente la necettità del doppio valore del radicale . 


Imperocché ognuno fa che 
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con quetta 


differenza che effendo nel noftro cafo — > — . farà anche 
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e P erciò i due P rimi fattori faranno pofiti- 


vi , negativi i due ultimi . Ora avremo a norma del fecondo 
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Canone , ___z_ 


+ fzt+lL = frU+C.. 
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dotto può, rifiatare tanto dal prodotto della prima cop¬ 
pia di fattori , quanto della feconda : dunque 1 farà 

* I 4 *7 

neceffariamente affetto dal doppio valore + 1 : ecco dunque giu- 

R 2 fti- 
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ftìficate tutte le mie equazioni da quei fiefll Canoni , con cui 
fi credeva di efcluderle. 

§• 12. Mi fi potrebbe innoltre rifpondere che febbene 


ir m 


3 ^+}^—poffa avere tutti i furrife- 

I 8 27 / 2 F 2 - I 8 27 r 


riti valori , pure tutti gli altri a riferva del già comunemente 
adottato fono eftranei nè foddisfanno al quefito . Ma foggìun- 
go che ciò devefi dimoftrare non fupporre . Non ci fu ( ripe¬ 
to ) finora riufcito di liberare generalmente dagl’immaginar; la 
formola Cardanica coi metodi praticati ; e perciò potremmo al 
più aderire foltanto eh’è imponìbile coi metodi noti di fvilup- 
parla generalmente , e presentarla fiotto 1’ afpetto reale ( come 
di fatto è ) in termini finiti : fin qui fiamo tutti d’ accordo » 
Ma che V impotenza in cui fiamo finora fiati di ottenere 1 * in¬ 
tento , dichiari un impoflìbilità a doluta e metafilica di tale fico¬ 
perta, quello è ciò che giudico fallò e non appoggiato che ad 
una falfia fiuppofizione : febbene fia vero tutto ciò che fui fon¬ 
damento di effe fe ne può dedurre . 

§. 13. Per ifpiegarmi: concedo che quando i binomj imma¬ 
ginar; cofiituenti le radici del terzo grado fono adìmetri , fia 
impodìbile dalla formola efpreffa alla foggia Cardanica di fare 
fvanire col metodo ufitato generalmente cori efpreffione finita al¬ 
gebrica i termini affetti daH’immaginario , che vicendevolmen¬ 
te fi elidono : appunto perchè edendo adìmetri non polfono fvo- 
glierfi fe non col mezzo delle Serie infinite non fominabili , i 
di cui termini immaginar; affetti da fegno contrario fi diftrug- 
gono . Non per quedo però fi farà data una dimoftrazione com¬ 
pleta dell’ adoluta imponibili tà di ciò che fi cerca , fe non fi 
dimodri pria imponìbile la riufeita col metodo da me fuperior- 
mente fuggerito. 


$• 14. 
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§. 14. Mi fi replicherà che ciò appunto pretendono di ave¬ 
re efeguito alcuni dottiflìmi Autori col dimoftrare che la for¬ 
inola Cardanica nel cafo irreducibile non ammette altra forma 
finita ed algebraica , che la propria fotto afpetto immaginario . 
Ma fe fi efaminerà attentamente il progrelfo delle loro dimo- 
/trazioni ? fi vedrà eh’ elfi col mezzo di opportune foftituzioni 
trasformano la propofta in un altra di fimil forma e natura , a 
cui compete tutto quello che abbiamo detto poterfi applicare 
alla formola Cardanica nella fua primiera forma ed integrità . 
Perchè f equazione in cui trasformano la propofta viene da loro 
efprelfa per feni e cofeni circolari , la quale riufeendo anch’ eflà 
immaginaria j conchiudono con franchezza 1* impoffibilità d’altra 
forma e perciò della foluzione . Eppure col mezzo di quelli 
ritrovano poi le radici reali dell’ equazione . Se dunque poftono 
trasformare i cofeni e feni immaginari in reali ; perchè non fi 
potrebbe fofpettare poter avvenire lo fteflò maneggiando le quan¬ 
tità femplici? giacché ficcome dall’equazione immaginaria elpref- 
fa per feni e cofeni circolari non fi può arguire la fua afloluta 
impolfibilità ad elfer fciolta ; non fi può per la ftelfa ragione 
arguire f affoluta impoffibilità della foluzione col metodo comu¬ 
nemente abbracciato. Anzi ciò che fuccede nei feni e cofeni cir¬ 
colari doveva dare fperanza e norma per ottenere lo fteflò nella 
foluzione Cardanica . 

§. 15. Infatti tanto è lontano a mio giudicio che poflaft 
rinvenire un’ efatta dimoftrazione che convinca della forma ne- 
ceflariamente immaginaria della radice in quiftione , eh’ anzi io 
credo di potere col fatto convincere del contrario , trasforman¬ 
do attualmente ciàfcun immaginario radicale in reale . E vaglia 
il vero 7 prendafi l’equazione x 3 _ ps — q = o, in cui tutte 

e tre lo radici per comun accordo fono reali pollo p L > _*! , 

*1 4 

e fau 
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e fatta x zz m 4- n , fi trova col noto metodo w 3 » 3 js ^ ; 

2 7 

m 3 + n 3 = e quindi w 5 — gw* — T- ff • » 5 <p 3 — . 

27 27 * 

ed = 1 4- » 3 = I — Z 7 che nella no- 

ftra fuppofizione fono immaginarie . Softituifco in una di quefF 
ultime invece di q, p i loro valori dati per w, », e trovo 

m , _ wi + + ^^ 

> I 4 ~ 

m 3 -\-ri* - . _ 1 _* 

—I— X- m 3 ~n 3 : giacché 2m 3 n 3 -\-n 6 = m 3 _ ?i 3 — n 3 —m 3 . 

Nel primo cafo m 3 = m 3 ; nel fecondo m 3 = » 3 , la quale mi 
avverte che l’w 3 fi trasforma in » 3 , o viceverfa 1’ » 3 in m 5 . 
L’ifteffa cofa mi viene infegnata dalle due fuperiori equazioni 

m 6 - qm* ~ ; n 6 - qn 5 — da cui fi cava 

2 7 27 

m 6 —qm 3 = n 6 — qn*, e fupplendo al quadrato — ^w 3 -f- ?1 

4 

— n 6 — #» 3 j_^_, ed eftratta la radice ?» 3 — i — + • ^ 

4 2 2 

oflìa m 3 = » 3 ; /w 3 = — « 3 -f- ovvero m 3 n 3 — q. 


§. i< 5 . Prefo pertanto il radicale immaginario V j mìn * 
farU il fuo quadrato (- 1+g ) w 3„s } e fatto ufo dell’equazio¬ 

ne w 5 = » 3 , foftituifco nella (Xtf!) invece di » 3 , OT s ; ficco- 


me nell’w 3 » 3 invece di m % , n ! , ed avrò ^ w5 + ” 3 y _ w ? s 5 


== m 6 — — n 6 + m‘ 
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= — i'L+w 5 — - X » < -f 2 " 4 + »' s 4-) 
4 " 7 ~ 


— X 4-2» -)-m 3 .m 3 , e di nuovo refìituendo colla 

foftituzione contraria nei due termini del quadrato invece di 
» J , »»*, e cos'i pure in m 3 .m 3 , avremo (-- m ! n 3 


,W 3 4. 1 

— “ C —;—/ + w » 3 J il di cui radicale farà 

I (-^-) -h m n .Se però in queft’efpreffione cosi tra¬ 

sformata foftituirò di nuovo invece di m , n \ loro valori dati 

P er p , q , avrò f - ( m 3 + n 3 .* +■ ” 3 — fEf+Z reale 

_ 1 1 J I 4 27 

Ma la p ~ ( 1 +» , ) , + »H » 3 è la fteffa identica 
f (^L±Lf 5 ) 2 ~ che legittimamente fi trasforma nell’ ul¬ 

tima ; dunque tanto può elTere in 3 = 1 4- f -£~lL , c h e 

2 1 4 *7 

= - 4 f ^, e perciò reale anche nel cafo fpacciato 
per difperato. 

§. 17. Oppure giacché tri 3 — n\ farh ( m% + ”V 

a ^ 

— m 6 —. w 6 1 ^ 1 1 _ 1 . — 1 -j- 1 . m 6 = — 4- 

~ - nf + n* - ^ 4 «»* , ^ I# m‘ + 2 »fi + m 6 | 


— — I. - - ---(- f —) 4. m 3 n> 


18. 
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§. 18. Ma perchè 1 ’ univerfale perfuafione del contrario po¬ 
trebbe forfè trovare di che ridire nel mio nuovo giro di calco¬ 
lo fuperiormente praticato , munirò con altra dimoftrazione il 
mio affunto , la quale mi fembra dell* ultima evidenza . Ripi- 
gliata la formola fuperiore (i a ) * 3 _ p x + q ~ o del cafo irre¬ 
ducibile, e fatta al folito x = m + n, fi ha * 3 = (w + ») 3 , ed 
(f»i f ») 3 — * 3 = o, offia m ì + 3tn 1 n+ + » 3 — x 3 = o, ofiia 

m 3 4. 3 mn. in + » 4- » 3 — x 3 — o, 0 finalmente ( 2 a ) 

»’ 4. 3 mnx — x 3 = o . Ma per la dottrina univerfalmente 

infegnata' il primo termine dell’ incognita nell’ equazioni del ter¬ 
zo grado fuppofte le radici reali fi eguaglia all’ omogeneo di 

comparazione prefo in fenfo contrario , dunque farù nella prima 

*3 — q ( 3 a ) ; e per la ftefta ragione nella feconda 

m z + = x 3 ( 4 a ) ? da cul caveremo la (5*) w s 4- = T- q • 

Ora effendo tanto x 3 - p*±q = o, quanto ^ + = o, 

potrò eguagliarle fra loro, onde abbiafi la (6 a ) x' - px + q 
__ w s + » 3 + imnx— * 3 , offia per la (3 a ) e (4“) - px 

- Z mnx, ed „-=2 (7') ■ Porto poi quello valore nella 
J 3 m 

( 5 a ), avremo m 3 - -X- = + ?> e finalmente nfi±q -*’ = 

equazione che ci d'a i due valori di m 3 , »’ in termini reali . 

Di quella parlerò più precifamente nell’altro mio ferino.: ma 
intanto non fo cofa fi porta opporre ad una tal dimoftrazione , 
effendo ella fondata e dedotta dai principi comuni e dall inti- 

m£ natura deli’equazioni. , 

§ ip. Ma intanto che fi faranno tutti gli sforzi per volere 

a(Tolinamente imponibile di trovare ciò che neceffariamente efi- 
fte munifico la mia afferzione con un’altra non men convincer 
te pruova, che defidero fia con tutto lo fcrupolo efammata. 
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Prefa col metodo- ordinario a rifolverfi l’equazione m 6 — qm* 
= ~ ~ 3 ® trova w3 = - + r —(i a ). Chi mi vieta però 


27 2 1 4 2 7 

cangiando 1 fegni di così enunciarla — m 6 -f = 0 fp ia 

27’ 

1 + £, ed eftratta 
-1 -4 -4 2 7 

la radice >» ! = ~~£ -f- __ 1 y— -|_ 

” ìf'-i “ 1 4 *7 2 ~ | 4 27 

(2 l ): equazione egualmente vera che la prima, nella quale di- 
vifa che fìa per torto fi cangia. 

§. 2o. Ciò fatto fommo l’equazione prima con la feconda , 

ed ho rn i 'm ì ^ZT l r= 1 + ^ > 9 s — 4. y ^—^-\-p ì 

2 - 1 4 *7 + 7 - | r 7 > 

oflia m 3 ss 1 + iZ^ZI. -4- e di _ 

a 1 8 27 7 

ridendo per i+r—, w 5 = I + valore reale in quelle 

ftefle circoftanze in cui fi vuole che fia neceflariamente imma¬ 
ginario . 

§. ai. L’iftefla formola così fi poteva difporre, w 3 . TfFEr 

= 1 + ± fìi-é + 


! 4 27 


9'—pi 
4 2 7 


= i+^=f. I ± f -^~ p ~ ,m , =L± f - 21 - «1 eh’ è la 

2 | 4 2 7 2 I 4 27 

nota immaginaria . TI che comprova 1 * efattezza del metodo il 
quale ci dà ciò che ci dà il metodo comune : ed innoltre la 
fua maggior eftenfione per cui fappiamo che all’ m 3 competono 
neceflariamente due valori, reale l’uno, l’altro immaginario in 

S qua- 
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qualunque circoftanza, e qualunque fia il valore di q e p : poi¬ 
ché quando uno di tali valori è reale , Y altro è immaginario * 
Avvertenza meravigliofa eh’ è nuova in Analifi , ma che credo 
dimoftrata con tal evidenza e femplicità, che non polla eflfere 
meffa in dubbio da chi che fìa. 

§. 22 . Che poi m ì =z 1 i ^ ieno vere radici dell’ 

equazione m 6 — qm l 4. z=z o cosi Io dimoflro: 




I t r 7 '+ | i 4 


= ~T~ q | -7 ,7 

£ - Pi 

27 27 

Ma ficcome non fi può dubitare che fia J 7 !* = ± ^, cosi farà 


certamente anche 1 =2 


= ± (-f + |) • P erciò p refo nel 


noftro cafo f = -j- > fari m s - jw» +■ ^ 

fl* ,9* P 3 , P 3 „ • • 

— + — — — — — -t — = o. Prima condizione per ve- 

4 4 2 27 27 r 

rificare l’equazioni. 

§• 23. Avverto di paffaggio come la verità per ogni verfo fi 
palefa : poiché eflendo | = ^?iy ? 
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c perciò V\T~ f(- i) ; = VZT^V—, quindi tanto V— t . y=T 
= j 5 che F? = ^ 7 . Vi — — 1 . Ciò che mirabilmente con¬ 
ferma il già da noi detto e nella Prefazione , e nelle Memorie 
antecedenti. 


§. 24. Di più 



-f/>» 

1 4 27 




3 _ 



I 4 27 


= o, ofìfia = w 6 



ma abbiamo noi 


fatto di fopra = ~ dunque far^ 




= =**=•. « quindi i - ff? 4 !)’ 

= *«*_ *»» + £.-£+Ì = + °> eh’è r 

' 4 4 27 . 2 r . 

equazione propofla . Quello è il fecondo criterio aiiegnato da 

tutti, per diftinguere le vere dalle falfe radici . 

§. 25. Retta il terzo criterio ( giacche il quarto della forn¬ 
irla delle radici è per fe evidente ) , che vuole nell’ equazioni 
del fecondo grado, che il prodotto delle radici fi eguagli all’ 
omogeneo di comparazione : ma è facile a conofcer 1 e eie 

m 6 _ £_7EE+E7 — fi — afTunto il valore del 

radicale da noi fuperiormente ftabilito. 

2 6 , L’equazione fuffidiaria m 6 — q m *= o corrifponde 

come ognun fa alla propella x z ~px— q=: o, ed avendo noi 

provato elfere = i. ± p£+£, farù 

w + 


S 2 


J40 


3 ^__ 

m + M = j f.7Z fWt • Orafe dime 

,1 ^ z 7 | 2 1 4 .27 

Arerà ch’effa è una delle vere reali radici della propofta 

x'— px— q — o, dimoftrerò anche che un’»» fi eguaglia all’» 
della radice * = »»+» cavata col metodo ordinario j e che 

confeguenza è legittimo il modo da me ufato ai $*§.5, 15, e 
16, 17 

27. Data pertanto l’equazione x ! — _ q -o-, dico pri- 
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3 


3 _ _ 

inieramente che * = 


-f + 1 f _ è 

I 4 *7 I a I 4 ^ 

una delle vere radici reali dell’equazione propofta , foddisfacen- 

do ella alla prima condizione di annullare cioè 1' equazione, pò- 
fio invece di efla nell’ equazione il f uo noto valore . Di fatto 

**=! + FFs + 3 -^+ r 5 ?'.T-^ 

2 I 4 27 2 I 4 27 * I ~ ~ 


+ 3.1+ X _ + X _ 

a 1 4 . 27 • 2 I 427 ' 2 I 4 27 J 


ohi a 


^ 9+3f (i+ fri'+£)(U f=i*+0(i- r^+Z!ì* 

\2 | 4 27 /V 2 4 2/ 2 I 4 27/ 

. _1 

, , (A , V? _ f E£+Zy?_ 

+ 3 'W- r [~ r 7 AT ! 4 27 ; 4 r 7 } 

Ma (i+r^+l)(i_ f=l4£)_ £_ rpL’+ÌY_ £|_ el 

x 2 I 4 2 7 ' v 2 1 4 *7' — 4 1 ' + vi’ ~~ * 
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24: dunque * J = qj r p.(l+'f £ìt) + p (|- f~ + ^) 


4 *7 


-q -- q 

che di fatto fi annulla. 

§. 28. L'altra condizione aflegnata dai Maeftri dell’ Arte alla 
vera radice della noftra equazione è che il prodotto dei fuoi 
binomj fi eguagli alla terza parte del coefficiente pofitivo del 

fecondo termine , eh’ è nel noftro cafo £ . Ma quella fi avvera 
nella propofta radice : poiché j | j—1^- 


- = [Z: = ? per 

— 4 | \ 4 *V ‘ 2 7 3 

to §. 24. 

§. 29. E' oifervabile eflere nel mio metodo w 3 .w 3 


_ p 

2 7 3 


ciò ch’abbiamo det- 


^( rfl+^LY — : dunque w 3 del mio metodo eguale 

4 I V 4 *7' 2 7 

*3 

all’» 3 del comune: e perciò m 6 = w 3 . » 3 = 

ed i» ! = m" .»' = i p j ed w = + = »» r . » r . Da 


vr 


v*. 


quefta fi cava nP — \ ed irP = w 7 •»’ = — j 2 - : 


1 3 1 3 


quindi m 6 ~ - j ^—7 = ^ .»* .w T .^ = m 3 » 3 offia w* 
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= 4 - cioè il primo termine dell’incognita eguale a + P 

omogeneo di comparazione , fecondo che nell’equazione fuffidia- 
na cfpreffa per m l’omogeneo è col più o col meno. 

§• 30 * Quindi iw 3 — | — —-, ^ —^-\-pi 2 

27 1 ~T |^4 * 7 ^ 


1-2+1 . 1 — fz=. m* . n* \ e per confe- 

I 2 I 4 27 2 | 4 27 


|uenza m 3 = 1 +fzf+£; »* — i _ r£+* 

2 I 4 *7* ““ 1 


- — *( —0 viceverfa. 
2 i 4 27 

§. 31. Di più m l — p^r —y» 




^*Ii s +£! -J- J # __ fzy+£* 

4 27 2 I 4 27 


4. —- ? ( poiché 

*7 ^ 


-—1 

_ f=2N-£! _ ? r— Z2!+?L_ r2’+£i_? r^E 

-I I 4 27 2 l 4 27 2 I —4 —27 2 I 4 27 

T _ _* 1^ -£-~K — o ): dunque m 3 
| 4 ^7 2 I 4 27 ^ 


r~ 


!. 9 I K-TT r * —^ r - ? rr— 

~ -r 1 • -— —,,— • — — ' —1 

2 | 4 27 1 2 


4 27 


I 


+ *=1. E 




4 r 7 * p— f - 2 - + *=i-| — t 7 


_ 
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=1 *=•? £=- 1 -f + «. *-=7.7? + 


^-1 * ^7 


4 27 


I 4 27 


—<7 •—*•6* 1 , . 

= ~ — j — — : immaginane. 


§. 32. Innoltre m 3 — ^(rf+ 41) 1 


1 4 27' 

r- 


= 1 c - r<-«)-.(-5ty= 1 ? + iww iib "“ d ° 


/■“ 


dal fegno radicale (—1 )• — — 1. Perciò m 3 — j 


1 1 + ^n. . + * _ v —,., 

- 1 4 27 a 1 


.— p x - £ 

4 *7 


+ f + ^=1. ± i + éi 


4 a 7 


a 1 ± * + p=i* +p -. ± l + r-± i + r=f +a 

1 2 I 4 27 2 r I — 4 —27 — 4 * ( 4 27 


- y— - ' 

§. 33. Ovvero w 3 = . £ •_ , /-_il 

14 I V 4 27' 


SS I 1 + X — - • =2 P—7 -4- 

1 1 - I 4 27 2 I 4 * 27 




/ =7. !± srf.. -4=. ? 4- KZl. 

2 ^l|4 27 ^ — 12 I427 


/* 




* + f=l a +£! 9 + fz^+i! = ii r^+t. 

" - l 4 27 * 2 — I 4 17 2 | 4 27 


§• 34- 
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v - ^ — — ~ 

§. 34. Finalmente ra 3 = | t. + | (— —)* 






= if + r<-x-rr= 




^-» —- — — - .. 

= | V—. i + f=£+<. p=. 1 + v—. fifi+e. 

1 z A 4 27 1 2 ■” 1 4 27 


2a^— ±- ?=£*+£ 

2 I 4 27 


— 2/"_I7 4 - ^’—f+P' 


1.7 


*7 


*7 


f-- 


~ I 2 + f■“£+£. ? + = 2 ± 

l^ì»: T . * —v4 - * i 27 ” — 


V~ 


4 27 2 j 4 27 

§. 35. Dalle quali cofe tutte fi ricavano tutti i valori di cui* 

fufcertibile Ym 3 = +* p_L izf''— — +1 4 - 

1 27 2 ! 4 27 - 2 ~ 1 4 2 7 


✓ - 
= 1 + 


+ f s'~C 

I 4 27 


4 2 -j- e ì l —P ì 

— 2 ~ I 4 *7 


= | ± ? ± I^ts • ± 


- 


_ —ec. che fono final- 

, , 4 27 » I 4 27 

mente 1* equazioni da me dimoftrate nelle due antecèdenti Me¬ 
morie , feconde d’importantiflìme confcguenze, come in altro 
luogo di propofito dimoftrerò. 

§. 3< 5 . Conofciuta coi metodi prefcrittimi legittima radice rea¬ 
le dell’equazione del terzo grado 1’ afiunta da me fuperiormente 
propofta radice , pria di pattare alla determinazione delle due 
altre radici reali , e rettificarle con le pruove confuete , mi è 
neceflario di ritrovare le tre radici reali dell’equazioni * 3 — 1=0; 
* 3 + 1 ss 0 y a cui finora non fu attribuito che un folo rea¬ 
le 


Memoria Terzs. 

le valore; cioè alla prima * = i; * = - i alla feconda. Pre- 
fa pertanto la prima * 5 — x = o, e divifala per *— i 3 nafce 
( come e noto )*’ + *+■ i = o, le di cui radici immagina¬ 
rie fono (i‘) * = + fS. Ora feguendo il mio metodo 

difpongo così l’equazione — ~ * = i, offia 

- v ~' + * v ~ • V~ - - = — 4 -1 , ed eftratta 

1 — 4 4 

la radice trovo * v~ + Z ri = ± f'ZL, odia fi*) x v~ 
Y'ZT 1 v— x 

.= ~ *77“ dr 1 — : prendo poi Ja fomma della (i a ) e (2*), 


che mi 


d^ 1 + v—. * = zi _ v jzi ± . p-zi + r-ti, 

2 2 *4 1 4. 3 


offia 1+7=7. * ~ i + r~ t . Tl + i+^T, . ± e divi¬ 

dendo per i+f'~, x = ~I ± P7 reali e vere radici dell’ 
equazione propofta. 

§. 37. Imperocché 

* = 1 + f 1 ^ + 


V 7~ Z .— 

= 1 : e poiché j(’ i) 1 = + prendafi 


jC' -j) = — 1 -p £ > e foflituito nell’equazione far a 
x z 4 -x+1 = £ — - + i — i + L = o. 

42 4 

T 


§• 38. 
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§. 38. Di più *+ £ _ + l . x + i + f-JT 1 

2 I 4 2 I 4 

=**+•*■+ì— : ma abbiamo fatto * 

1 v- 

= — 1 4 - " : dunque - | = 1 — £ ; e perciò 

*’+*+ £ - = k' + x+I - £ 4 . 1 

=x , 2 -h^+1 =0. E finalmente x ,x 


1 


- + 


1 ^-1 + 


* " 1 i X 

I - == - + I-= I 

1 4 4 4 


Caratteri tutti , che competendo alle due immaginarie le colli* 
tuifcono vere radici della propofta : dunque anche le due reali 
da me ritrovate faranno della fieli a prerogativa dotate. 

§. 19 - Pafiò alla feconda x 3 + 1 = o che divifa per * + 1 ci 
da x 2 —*-f-i = o, la quale fciolta col metodo ordinario ci efi- 
bifce le due radici immaginarie finora credute uniche, 

(i a ) x — _+ | 1 . Ma difpofia così l’equazione — * 2 -f x~i , 

offia xV—.xV-— v— l - _ £ + 1, ed 

4 4 

fratta la radice trovo (2 a ) xV~i = — + y e fom- 

mata quefta con la prima l + VZTt- x 


_ I , V—i . ^7+i 4 . „ . „— I , F^TTi 

±|— + s=i+r-i — ± | —- + , offia 


* = £ + | — + 1 : vere radici reali della x 1 — x 4 -i = o 

2 | 4 
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§. 40. Di fatto 

*> = i ± H+ 7 + f(- +, )‘ 


-I _ r-^r+1 

~~ * = 2 + I 4 


r * —l+i\* , I 

i — i : e fatto 1 (~ ) = — 1 + -, 

I v 4 4 

*_ X_j-I = i — i +1— I + — = 0 • Sarà di poi 


*_ £_ + I 


- + / T^ +I 


„ , 1 , <^-1+1 1 _ f / ”-1+1 

_ *•*- x+r. E finalmente *.»:» - + | — • - [ — 

_ 1_ _ L+l_ £— 1. Che fe fi avvertirà che 

” 4 1 4 ' 4 4 

tanto in quefta equazione , che nella fuperiore la fomtna delle 
radici è nella prima =— 1 , in quefta = 1 , fi vedranno tanto 
nella prima , che in quella adempiute tutte le condizioni ricer¬ 
cate a coftituire le vere radici. , 

§. 41. Ciò premeffo rifletto, che gli Analiftì oltre la prima 

immaginaria radice della propofta equazione — />* — # — 0 

Cioè * = ti + +fj-- 7 ~^L, anno ere- 

I T I 4 2 7 I 2 I 4 *7 

duto di dimoftra^e non poterli analiticamente efibire altre radi¬ 
ci, che le due feguenti aneli effe immaginarie: 
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r-i±3) • 

2 ' 4 2 7 2 +* i ‘ 2 | 4 27 

Io all’incontro prendendo le reali da me ritrovate corrifponden- 
n alle loro immaginarie foftengo , che 1’altre due radici reali 
de i alluma equazione fono le feguenti 


_.__ 3 

1 v - - F "— " 

x=--\ i-i-i ‘L-l'il'+l 


q ri p 3 J- y-- - — P= 

?-| - 4 h + - + \ i-l 

■ 1 4 1 * I 4 27 


*— 1 , 1 f ~ 9 P—F+P’ r V - ■■ -• - 

-* + l ;'l ni % + '--{—li -i + fzc+r 

2 I 4 2 | 4 27 

___a 

42. Prima di dimoftrarlo premetto eflere ì — 

' 4 

^ /-- y -- -- 

= ~ — | 1 ~ 4- | ( x ~" 0 3 e fatto come fopra n 
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V, 


effendo in quello cafo — j = 1 “ 


Adunque (2») 3 - fi-* = - 1 


§. 43. Similmente 3 4. T 1 ""!. =' j 4 - j 1 i -f -1 ^ 3 ) 




1— 1 
4 

^7 


1+i :'dunque (.3*) Ì + f 1 "- 


= -ì+i-f:ei + | x-X = _i +lI -I.i +| 

=-■ ' i - f ^ ■ •; + r^f= - « ■ I- |C-|y 


— — 1.34-1—3: dunque (4*) 3 4- j r — £ = — i . Da cui 

4 4 2 1 4 


fi raccoglie evidentemente effere 3 j 1— 1 = 3 4- ^ 3 , 

che per dirla di paflaggio fono 1* equazioni delle mie anteceden¬ 
ti Memorie. 


§. 44. Con fimile artificio troveremo (5*) — l +■ 


I ; 


= 4. 1 . Ma ( 6 3 ) — 3 — p ‘^3 = 1 : poiché — 3 — j 7 * i 
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; = - + 


I , fi -1 


per la (3»): dunque 


- ■ - f'-? =ì - -■ + r *-£•--■- r*- 


=; - r ,_ H+ r-j= 1 - r<-?/ 


= j + x " * =1- 

4 4 

§. 45. O/Tervo di più eflere il prodotto di 


1 _ ^ i—1 1 , ^ 1_! 1 _ t i — * v - 

r i -•-+! £ = -—1 x —£ - —fi—ir. , 1—1 


4 2 


£•- + 
4 2 


f'-ì-i- frs=j= 




4 * i 


Per la fteffa ragio¬ 


ne farà 


* 4 1 ! 4 * I 4 2 ' 4 2 I 4 


l + (*-,»* = i+j'-I.-•+*-«: ta- 


que finalmente l’( 8 a ) i-|_f r — 1 ,f_ 1 — - . 1—f 

1 I 4 * I 4 1 I 4 

§• 4*- 
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§. 4 6. Ciò ritrovato affamo la mia propofta feconda radice 


*=.<-- f 1 - 1 ) fr?- r 4 . a +r i_ ì) r _i +r —■ + ~ = ° nde 

U | 4 I * 4 27 +'a r | z | 4 27 


I 4' 2 I 4 27 I 4 . | 4 2 I 4 27 2 J 4 27 


4 .J 1 , ^ 1—1 i_J — q '+ P 1 — q ^— q '+ P * 


2+ l V ; 


_ 2 _ 2 _ »£_ — 4 - •— S— 

4 2 I 4 27' 2 I 4 27 


5 —■ ■ ' 1 ■ — . . . 

-f- ("+ \ ' l ~"^•'r + ^ > odia porti i valori fopra ritrovati 


**=* + 3 .tì_ fzfl+'i' .+ ^+i!‘ -I- ('-{ 

y 3 2 14272^)4272 I 4 


+ 3 • - + r• — 4 - r=C +(■=£?*-£. ■ 

1 J ? < • /l ^ ' I a. 2 4 . 27 


42 | 4 27 


ma =» - f •-? 4- f - + - = il - ! 7 -' + -Y 

2 | 4 27 2 ^ I 4 27 4 I V. 4 27 

= — i- + £ = £- per ciò eli abbiamo detto di fopra : 

4 4 27 27 

dunque 

-?=-* ' 
Collo fteflo metodo foftituita la terza annullerà l’equazione. 

$• 47 - 
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§. 47. Sarà anche mn 


I f'' 1-1. f rr?+£L 1 , f 1 - • ,'=* 4- r 

= ” I il 2 I 4 27 ' 2 “t"" 1 4 1 2 ^ 1 4 27 

— dunque refta adempiuta anche la feconda condizione. 

48. Prendo ora 1 ’ altra equazione * 3 — p* + q = 0 e di- 


3 _ 


3 


co che V f— ? + f— -f- f — + - è una del- 

co cne * _ j 2 | 4 *7 ^ I 2 ^ I 4 27 

le vere radici reali di ella . Imperocché avremo 


*3 _ _ „ + 3 1 jz? _ f 7 zz+ti r=i + 

* — q ^ 6 l 2 - 1 4 .7 I * + I 4 «7 


3 


v~ 


+ 3 


4 27 


ri _ f-i'+p' \ zzi + f ^L+ p -‘ 


4 *7 


4- ; -J-TL- = per ciò eh’ abbia- 

4 27 2 I 4 27 27 


ma rx __ nfr-h*’. = 

2 I 4 27 2 1 

ino detto al 24: dunque 

r +p J zH+ <f- 

4 27 r 1 2 1 


=: - q + p 


4 27 


x 

i 4 




> 27 J 


v~ 




4 2 7 


4 27 


-p ^ zi: 4 " ^ ? 

dunque vera radice, a cui fi aggiugne l’altra condizione 


/ 


di W» 


_ fz? _.*rz+zi + r=?+ff = t. 

**-“ I I * >> * I A -in -* 


4 27 


4 27 


§. 4 P. 


( 
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§. 4P. La feconda radice reale poi farà la feguentc 

FI+ a+i'iiU- 


v _ c-H ff+fK* 

- V 2 1 4/ 2 | 4 27 

Imperocché fatto ufo del §. 42. farà 

.3 m 

3_ 

+3 a - 

ma per il 45. (ì 


7 ? - r=i‘+pi 

1 4 27 


* 

— ?- 

Tli — 'f"Zll+PL 

I 4 2 7 ' 2 I 4 17 


x ‘ ' 2 1 4 ' \ 2 ‘ 1 4 ' I 2 | 4 27 1 2 | 4 

3 _ 3 _ 

_ _ —t 1 / _ ? - -,2 

ri _ fV_* ) fi . f‘-iV j ? + f -JL+Ù I ì _ f rf+f .1 

^ 2 1 4 ^ ' 2 1 4 ' I 2 | 4 17 I 1 I 4 27 

_a _ 

• 1 £ . J ^r - - r t Pl-1 *5 > -r ^^1 I 

,er ri $. 45- (l ~ 1 ~) ’ ; + 1 4 = { “ 1 4 ’ 


+ ? r -1 - + F 4 i: 


e 

ma 


dunqi 


1 \ + |T r 7 

pel §. 24. 

3 




X ni! “hi! 

4 27 


iue 


3 

V— 

ir 


=-?+( 

-/>*= -d-i 

+ q = + ? 




II 

1 

r fzf+P^V : 

1 4 

r 4 

27/ 

r£+£’. 



4 2 7 * 



_ ?*+ />* 
4 17 

- 2. 

3 

dunque 

: + (-; + r>fi- 

_.hzr+i! 

1 4 2 ' 


f-+r-. + f 7 -(i+r , i )i> 


3 

r“ 
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in cui tutto fi annulla ed mn = £. Collo fteflo metodo trove- 

z 

remo foddisfare a quelle due condizioni anche la terza qui fot- 
to defcritta. 

§.50. Le radici reali dunque dell’equazione x 3 — px— o fono 


I. x = 


1 -+ 


I 4 27 


4 - 


X - V -z£+Z 


4 27 


11. 

' 2 1 4 / * 2 1 4 27 ' 2 1 4/^2 Ì 4 27 


_ 3 _ 

ni. ,=<!•+ rxr^- rx^+(-i- rxr?+ r^ 7 - 

§. 5^* Quelle poi dell’equazione x 3 — p* q =. o fono 


I. x = 


f=?_ *=?+? + 

2 2 1 


4 27 


4 27 

H ' *5 


1 X + 




in; * =/i + fHf)fi+f— + - + 6-Mfx-far+* 

V*~l 4' 2 1 4 2 7 2 l 4 l 2 1 4 27 


§. 52. Per poco che fi rifletta fopra le formole precedenti 
fi vedrà'che nella prima equazione una radice è pofitiva , 1* 
altre due negative : alf incontro nella feconda una è negati¬ 
va, faltre due pofitive. Le loro fomme poi tanto nell’uno che 
nell’altro cafo fi annullano , come ricerca 1’ effenziale proprietà 
dell’equazioni fuddette : altra condizione che fi verifica. 

f- 53 . 
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§. 53. Mi refla di far vedere che eguagliando ciafcuna delle 
radici ritrovate ai zero , e moltiplicandole per fe ftefle danno 
un prodotto eguale ali’equazione propofta: quarta condizione af- 
fegnata univerfalmente da tutti gli Analifti per dillinguere le 
vere radici dell’ equazioni . Per ciò efeguirc con femplicità, pon¬ 
go ? + = A; ?— B; avremo pertanto, 

2*4 27 ’ 2 1 4 27 r 

polle l’equazioni x ì —px qT q = o, le due ultime radici 

* + C; - \ ‘~jy±À 4- (\+ f b 

. f'+A 4- ed 11 prodotto 

*r 2 a. 


+ ' /! r,_I 


±B.x + Q- j 0 ^Va'+^+J 1 -jVAB 

_a 

T v ^ , yrz 7 X ?— 

ma pollo rC=Tf = — 1 + j come al 37: ed eflendo 


VT=\ 

4 


pei §§. 42., e 43. I — 

2 

f- 4- f ss — £ + r^ : fara efpurgata 

3 

3 __ 3 _ i j/Tl 5 _ 

4- .* + . * j — ^AB : quello prodotto 

+ A'B 7 

mol> 


V 2 
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moltiplicato per la prima x — i / ±k — ^+B, e ridotto tutto 

3 _ 3 _ 3 _ 

a femplicit'a ci darà — 3 ^AB*-— — ^-fB 3 

3_ 

—’ 3 ^ ABx-4. A B iv 3 — px ~\ <} —■ o- 
§. 54. Dì più 

* = f’1) ^?A 4- ({ + f I- ;) <^B 

* = (l + f'1) ^ + (*“ | ‘“4) ^+B> ed 

__a 

~ ^ A’ + (* 4- KÀB 4- 

> __ » 

+ (ì- Aàb : ovvero § - 42, 43> 

1 - , ;* ■• ; 

3 _ 3 _ 3 _ 

** = ~~ f AB -f ^B 2 : la quale moltiplicata per 

3_ 3_ 

X — V+K 4- P±B ci dà, finalmente 

^=i A ÌB = ; + ^: condizione quinta ed ultima da tutti 
ammeflfa : ma che merita di eflere avvertita più di quello fin 
ora fi è fatto . Ora però nè di queflo , nè dell’ altre equazio¬ 
ni x 3 -f- px 4- q = o faccio parola, a cui finora non fi attribui 
che una fola reale radice : rifervandomi ( come diffi ) di trat¬ 
tare di propofito la prefente materia nel mio fecondo fcritto. 

§• 55. Intanto io dico di non fapere come fi poffa efcludere 
dal numero delle vere radici le reali già da me ritrovate , quan¬ 
do corrifpondono efattamente, e fod disfanno a tutte le poffibili 

con- 
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condizioni ricercate dagli Algebridi . Imperocché fe è legittimo 
il metodo comune praticato nella foluzione dell equazioni fud- 
dette ; io credo non men legittimo quello da me adoprato di 
fopra . Adunque fe fono legittime le radici col comun metodo 
ritrovate , non lo debbono edere meno quelle , che ci vengono 
fomminidrate dal mio, quando tutto il redo procede in parità. 
Nè ci veggo perchè fi debbano efcludere le reali da quel uf¬ 
ficio , a cui fono date da una neceffaria equazione determinate, 
e dare la preferenza all’ immaginarie , che non ponno vantare 
un’origine più legittima delie reali? 

§. 5 6. Adìcurate a mio credere con tutte le pruove podibili 
le nodre radici reali , per far vedere come le verità fra loro fi 
concatenino e fi appoggino a vicenda , dedurrò brievemente e 
di volo, fuppoda l’autenticità delle ritrovate radici, la necedità 
dell’ equazioni delle due antecedenti Memorie , da cui quede di- 
fcefero legittimamente, febbene lembravano contradditorie . Im¬ 
perocché edendo pei §. ip. m 3 = ? 4. \ ~ ~~~ i e P e ^ §• 20 5 


3 .i -j. f ? farà fommando 


4 27 


3 Q ^ l' — P' 1 <1 j ^—9*4 'P* • Pfl 

zm’ = U [ -I r. + * + | 


4 27 


4 - I 4 - __ 

2 2 | 4 27 2 | 4 27 2 j | 4 27 


+ 


L X ~ ?1 4 ~ pì __ *1 4- 1 4“ V— r v 

2 I ' “ : ‘ ' ^ 

dunque per l’adioma qu# font ea - 


4 27 


deM uni terfio font eadcm inter fe , avremo 
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*- + 


flg-g _ l 


27 


= 7 - + 


I+^-r 


y'Z' 


—': e perciò 

4 27 r 


y 


■— — = « — • — : ed 1 - V—i , ovvero 1 — 1. 

4 27 I 4 47 ? 

§• 57* Sottratti poi fra loro i due valori di m 3 fopraddetti, 


avremo (i a ) m 3 — m 3 — j _ 1 f ~ . oppure 

| 4 27 1 4 27 rr 


(i a ) T + 1 f z£ +£ : 

I 4 27 1 4 27 


ma 


^ - < 7 * — U 

I 


- r—p\ _ ~ 


4 27 


1 4 27 


= — 1 • 1 — 1 • y— : dunque per F affiorala 


27 


1 — / / -i. 


^ 9 a — P* 






I 4 -1 4 r 7 : dun< i ue 1 = ~ > 


ovvero 


F—1 — — 1. La fleffa confeguenza farebbe nata dall’eguagli are 

la (i a ) alla (2 a ). Ma P —7 = ! 

I 

dunque pei due §. antecedenti 


la (1*) alla (2*). Ma V~± — l±^ZL . _ v — _ i — v _-i . 

1-^— 




§• 58. Finalmente dalla ftefla i _ V— ,. i IL 

I 4 27 


=; — 1. 1 — v —i . r—, fi cava quell’ altra 1 — V- L . * 

l 4 27 
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I -f £C7, offra F;zi 4 -i=— i-\-Vzr^ ovvero I ——1. Que¬ 
lle fono tutte quelle equazioni nelle quali ricadendo le mie 
maneggiate nell’ altre due antecedenti Memorie , fono fiate per 
quella fola ragione, fenza ritrovare errore nella condotta , con¬ 
dannate invece di cercarne lo fviluppo di un tanto miftero. 

5p. Quell’ultime rifleffioni da me fatte dopo il §. 18. ba¬ 
tterebbero fole a dimoftrare col fatto la poffibilità di ciò di 
cui efibifco la foluzione in tutte le fue parti a mio giudicio 
compiuta , e vittoriofa a tutte le pruove : ma la contraria ge¬ 
nerai perfuafione che mi fta a fronte , non mi permette di tan¬ 
to arrogarmi, fe il giudicio dei Geometri più illuminati e non 
prevenuti, a cui fpecialmente dirigo quefte mie R'tfiejponi , con 
la loro approvazione non mi rafficura . Intanto fe dopo tante 
tenebre trafpiri qualche lume di verità in ciò che dico , fi ve¬ 
drà additata da me una nuova ftrada , che deve condurci necel- 
fariamente alla fcoperta-d’impòrtantiffime verità in tutte le par¬ 
ti dell’Algebra che coltiviamo. 

do. Ritornando al noftro proposto : in fomma tutto 1 af¬ 
fare fi riduce a quetto : fe cioè un radicale femplice qualunque 
oltre di effere affetto neceffari amente dal + 1 , poffa efferlo an¬ 
che dal doppio + /^i, nel qual cafo il radicale immaginario 
diviene reale , e viceverfa : e fe fuppofto ciò , nel cafo in qui- 
Rione il radicale immaginario che affetto dal fegno + ^ — 1 
diviene reale , poffa effere atto a foddisfare alle condizioni dell’ 
equazione propotta . Se non fi dimoftri pertanto impoffibili amen- 
due le parti del quefito , non fi potrà mai dare una pruova ri- 
gorofa dell’ affoluta impoffibilità di ridurre generalmente la for- 
mola Cardanica * nel Cafo irreducibile a forma reale finita alge¬ 
brica . 

di. Finora tutti gli Autori anno fuppofta non dimottra- 
ta impoffibile, anzi non mai preveduta la trasformazione di 

ciaf- 
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ciafcun binomio immaginario in reale : e quinci non riufcendo 
loro di liberare generalmente i due binomj in termini finiti dall’ 
immaginario, anno conchiufa imponibile la generai foluzione 
dei ricercato Problema. Ma fe fono vere le mie fuperiori dimo- 
fìrazioni , fatè anche vero che avendo omraeffa la ftrada da 
me indicata , anno dedotta una confeguenza che non può mai 
eflere giuftificata da un ragionevole raziocinio. Sono adunque in 
diri tto^di a Aeri re almeno , che 1’ impoflibilitè vantata non può 
eflere che relativa , finche non dieno una dimofirazione rigoro- 
fa o delia fallita delle propofizioni da me dedotte , o della lo¬ 
ro impotenza . 

<52. In fine io non poflo diflimulare , che al momento in 
cui ferivo Uomini dottiflimi , e valènti Matematici calcando la 

Itrada comunemente battuta, appoggiati a principi, che fembra- 
no dell’ultima evidenza, fi fieno dichiarati a favore dell’affolu- 
ta im polli bili tè di quella foluzione da me fuperiormente indica¬ 
ta . Sebbene però io ammiri e veneri 1’ eftenfione e profondità 
del loro fapere , e corri,fponda ciò eh’ anno detto a quella ripu¬ 
tazione , che foftengono col loro merito ; non ottante la confe- 
guenza ultima da loro dedotta , che cioè la formola Cardanica 
non pofla avere altra forma che 1’ immaginaria che rapprefenta 
( in cui per confeflion loro fi riduce tutto il nodo della qui¬ 
tti one ) non può eflere conforme alla veritè , fe fta a dovere 
ciò che mi pare di avere fuperiormente dimoftrato , e che ben 
volentieri fottometto al loro imparziale fevero giudicio. 

63. Frattanto mi pare di non ingannarmi le aflerifeo, che 
poflano facilmente divenire reali le quantità tutte d’ una equa¬ 
zione , fe ciafcun termine di elfa fia affetto dall’immaginario 
: potendofi in tal cafo per elfo ficcome comune fattore 
moltiplicare o dividere 1’ equazione . Ora la formola Cardanica 
fi può ridurre a tal forma d’equazione; dunque la formola Car¬ 
dani- 
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Manica fi può ridurre generalmente a forma finita reale . Infatti 


fieno l’ equazioni — P —■ i -f i s= *\ — ^ 

' 


ed 




-f ~r= E3 , in cui fuppofto F > ?- tutti 

2^-1 I 4 *7 . rr 27 4 

i termini fono immaginar) . Egli e dunque evidente che molti¬ 
plicata la primate la feconda divi fa per nafce 


- 1 ~ , z£ +11 , ed w 3 

2 I 4 *7 


+ JL = -4= | 

—2 /-I I 4 27 


su _ f±£ 4 *L : , ed 5 ! ±1 =*'+? 


4 27 . * 4 27 ‘ 

che fono le reali radici da . me ritrovate . Ma 


r-t’+f.’ . : odia 

' 4 27 1 4 27 


m 6 — qm* ■=: — equazione da cui deducefi la forinola Car- 

27 

danica ; dunque nella formola Cardanica ciafcun dei binomj fe- 
paratamente fi può ridurre alla realità , fia o non fia veramen¬ 
te’ afiimetrò ; il radicale , e confeguentemente la formola Carda¬ 
nica può ridurfi a .forma finita reale: con quello coincide il me¬ 
todo da me fuperiormente praticato. 

64. Confetto pertanto, che date V equazioni femplici 
— • ■ ■ 

w 3 = ? 4 * | — - , in cui ? è reale , ed il radicale imma- 

ginario ( di qualunque natura fi voglia P incognita ) farà 
fempre impoffibile col loro metodo liberarle dall’im magi nari età: 
perchè liberando un termine fi contamina Paltro . Ma fono poi 
quelle le fole radici , che competono air^quazione primaria 

X 
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f)ì 6 — qm 3 -j- ^ o , che non fi polla in àffrrdàe fattori 

.27 _ v - 

reali dividere, da cui dipende effenziàl'mehre e in origine la fcn> 
mola Cardanica ? L’ abbiamo ora veduto in modo di convincerli 
almeno della fua poffibilita : lo vedremo di proposto a fuo 
luogo. 

§. 65. Benché non fofle difficile da vedere che 

m 3 = m l^S _ 1 +' "■Y'Ji.-t. ; e che perciò- 
z ~ | 4 27 


1 s -1 i ± fi.: onde fommando 


w 


27 


1 + 


= 14- - — ± 


4- 

1 4 a 7 — 


1 ^ *7 


: da cui ne ritolta 

— 1 "T" I# 7 — | 4 27 

' C : :;;d jsb snob;.. _4^- ; 

w 5 — ? 4- : come fopra. 

"“2-I 4 27 

- d< 5 . E qui non ppffo far a meno di riflettere che ne]i’ 
efpreflione m 3 = f + J -^%> ln cui nel cafo noftro il ra¬ 
dicale è immaginario, e \ reale; o fi voglia w 3 reale o imma¬ 
ginario , fari Tempre vero che | = »* - f ~■ cioè a 

dire fari Tempre vero che un reale fia eguale ad un binomio 
o tutto immaginario o compofto di reale ed immaginario , 
eh’è lo fteflòt e confeguentemente fi verifica per un affolla ne- 

ccf- 
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cefiita quell’equazioni che a me fi rinfacciavano come affurde. 
La ftravaganza adunque delle mie illazioni non e poi cosi nuo¬ 
va che non fe ne pofiano addurre degli altri efempj in Analifi 
da tutti ammefli per belli e buoni , i quali meritavano bene d’ 
e (Te re avvertiti . 

67. Di piu 1 * unico rifugio in tale difperazione di cole 
fuggeritoci da rinomati Autori è di ridurre ai reale la forino¬ 
la ? trafmutandola ed efprimendola per feni e cofeni circolari. 
Parò vedere nell’altro mio fcritto che non fi può fare quefta 
trafmutazione, fe neceffariamente non fi fupponga il reale egua¬ 
le all* immaginario , e per confeguenza non fi ricada in 
quell’ equazioni in me proferi tre . Dico però ora che confron¬ 
tando eflì la forinola efpreffa col mezzo dei feni e cofeni cir¬ 
colari coll’ altra fuggeritaci dal metodo comune , fi abbattono 
necelfariamente nel reale eguale all’immaginario : ma perchè da 
quefta cavano una vera confeguenza , che cioè la fomma delle 
■radici fi annulla , conchiudfeno che 1’ affunta equazione e legit¬ 
tima, febbene prefenti un’apparente contraddizione. 

§. <58. Come dunque fi ponno condannare fenza riferva ed 
efame 1 * equazioni delle due mie fuperiori Memorie per quello 
folo titolo di apparente contraddizione , quando fiamo in pariti 
di circoftanze ? La fola differenza è che effi partono da un 
principio che apparifee falfo e terminano in una confeguenza 
apertamente vera : io all’ incontro camminando a ritrofo parto 
da un principio evidentemente vero e ricado in una confeguenza, 
che non è che l’affunto loro principio, apparentemente falfa . 
Perchè dunque fe giuftificano il loro principio in apparenza 
falfo per la confeguenza vera che ne rifulta; non anno ad adot¬ 
tare la mia confeguenza che fembra falfa , mentre parte e di- 
feende legittimamente da vere premeffe? quando finalmente altro 
ciò non fignifìca fe non che tanto il loro principio, che la mia 

X 2 con- 
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confeguenza fono conformi alla verità , ma fuperiori finora alla 
nollra evidenza. 

§. <5p. In fine fi raccolga quanto pericoloia cofa fia il-giudi¬ 
care delle fcoperte pria di conofcerle . Ricercata invano per più 
di due Secoli la loluzione di cui parliamo, fi venne finalmente 
nei noRri tempi a conchiudere, efiere non lolo aflfolutamente 
fmpofiibile ciò che fi cerca, ma anche inutile e di poco o 
ni un avanzamento all' Analifi , fe fofie riufcibile la fcoperta . 
Ma fe ciò , da cui dipende la foluzione del ricercato Problema 
( oltre di rettificare ed ertendere la Teorica dei feni e cofeni 
circolari ed iperbolici di un sì gran ufo in Analifi, e la coftru- 
zione geometrica dell’ equazioni col foccorfo di effi : come farò 
vedere ) non avefle altre confeguenze che quella da me fupe- 
riormente dedotta , che cioè non c’ è più immaginario a cui 
non carrifponda il fuo reale e viceverfa , e che ogni equazio¬ 
ne è dotata di un doppio numero di radici efpreffe dal doppio 
efponente del primo termine dell’incognita , e che per confe- 
guenza nell Analifi non c’è più immaginario afloluto , ma rela¬ 
tivo- foltanto , il di cui ufficio altro non è che avvertirci dell’ 
incapacitk dei metodi praticati nella ricerca , fe non fi elenchi¬ 
no , non deli’affoluta impoffibilit'a di ella ; chi non vede qual 
ampia via fi potrebbe aprire a migliorare ed eftendere le ana¬ 
litiche cognizioni in tutte le loro parti ? Ma di ciò a fuo 
«tempo. 

7°- Si conchiuda pertanto quanta cautela vi fi ricerchi 
•pria di pronunciare giudicio fulla poffibiiith ed utilità di qual¬ 
che ignota fcoperta, e pria di condannare propofizioni che 
fi ' prefentano a prima villa fono l’afpetto di falfità in una 
Scienza che fi può chiamare la Scienza dei paradoffi : perchè 
effendo noi in quella ciecamente guidati dal calcolo là dove la 
fiacchezza della nollra mente con i fuoi femplici raziocini non 

può ‘ 
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può pervenire ; fpeffe fiate accade , fe la mente non fi ripieghi 
fopra fe fteffa libera e nuda da prevenzione , che fi fpaccino 
per contraddizioni verità nuove che fi oppongono all* univerfal 
pregiudicio : particolarmente in una materia in • cui ben volen¬ 
tieri viene confettata dai primi Maeftri, ficcome a principio ac¬ 
cennai, Tofcurità l’incertezza e la contraddizione. 
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RIFLESSIONI SUL BINOMIO NEWTONIANO. 

I L recente profondo Libro del celebre Sig. Ferroni P. P. di Matematica del 
Sereniamo Gran Duca di Tofcana, ch’ha per titolo Magnitudinum Expo - 
nentialium & Logaritmorum &c. Theorìa , in cui con mia compiacenza l’ho ve- 
duto accordarfi meco nel giudizio intorno la reale foluzione analitica del Cafa 
Irreducibile per via finita algebraica, e in altre verità da me ritrovate con altro 
metodo nelle mie Memorie già pubblicate , e nel mio nuovo Calcolo efponen* 
retale e Logaritmico da me accennato nella mia prima Memoria , mi ri (vegliò 
alcune riflefììoni molto opportune a confermare ciò ch’ho recentemente pub¬ 
blicato . 

i. Io fono convinto, che P ófeurità ■ in cui (là involtomi tal affare anali¬ 
tico derivi dall’avere noi attaccata un’idea troppo limitata e riftretta al termi¬ 
ne Equazione , & dal non avere ancora conofeiuto il paflaggio per l’infinito af- 
foluto , nè le leggi da cui è moderato , intieramente oppofte a quelle che ci 
guidano nell’ infinito relativo ; ficcòme quello eh’ è flato finora fpacciato per 
un infanabile aflùrdo, quantunque abbia la ftefia reale efiftenza del zero affòlu- 
to fuo inverfo, che tutto giorno fi adopra nei calcoli analitici . Ma perchè la 
pruova di tali mie afferzioni ricerca più alti principi , che preparino la ftrada. 
a verificarle, così io calcherò le veftigia già conofciute in ciò che foggiungo * 

3. Ormai non c’è Algebrifta che non creda inviolabile ed inconcuffa la 
formola del Binomio Newtoniano , qualunque valore fi attribuifea all’efponente r 
verità eh’è Hata dal fopralodato Sig. Ferroni in tutto il fuo intero primo Ca¬ 
pitolo per tutte le vie confermata , qualunque immaginabile valore fi voglia 
dare all’ efponente, e comunque fi difpongano le quantità fiotto il legno . Ora 
io credo di poter dimoffrare coll’ultima evidenza , che quelle mie equazioni 
che poflbno parere affùrde , vanno del pari in certezza con il predetto Bino¬ 
mio , di modo che non poffiono quelle vacillare, fie elfo pur non vacilli. 

4. In pruova di ciò prendo l’efpreflione , la quale , fuppofta z 

maggiore dell’ unità , è certamente immaginaria , e fervendomi del metodo 

Newtoniano per Svolgerla trovo 1+ ( — z) a 

=Fr+A(ijT(-z)+B(i)^'(-z) ! +C(l-)T’(-z) I +D(ip(-i)'+E(lF(- z ) ! + ecc - 

Az -)- Bz 1 — Cz J -fi Dz 4 — E z s 

ZZCZ V I — I S 7 9 -f- CC. ( P 

Vi Vi VI VI VI 
dinotando A, B, C ec. i coefficienti già noti : e fatto \fl ~ 1, 

= 1 — A z -f B z* — C z } + D z 4 — E z 5 + ec. all’ infinito ( QJ . 

5. Merita grandifjima attenzione la proprietà della prefente ferie , nella 
quale i termini tutti fono liberi dall’ immaginarietà e perciò reali , febbene il 
radicale finito a cui fi eguaglia fia immaginario. Per tal ragione , fe mal non 
mi appongo , è (lato creduto da taluno che l’immaginario ( che fie folle affo- 
luto in le non potrebbe per veruno immaginabile artificio trafmutarfi in 
reale ) fi polla bensì eliminare tranfcendentementc , offia col mezzo delle Se-» 



rie , ma non algebraicamente . Ma per dirlo di paflaggio : intanto farà vero 
ehe c °n iin tal metodo non fi può pafiare dall'immaginario al reale o vice- 
verla , fe non eguagliando l’immaginario al reale o viceverfa : e che la tran- 
fcendenza dell efpreffione^ non toglie l’apparente aflùrdità dell’eguaglianza. Che 
le non fi crede afiiirda l’equazione. quando fi maneggiano quantità ^tranfcendenti 
( pel qual calò ofiervo che tutti i più valenti Algebrifti ricadono in tutte le 
mie confeguenze ) ; io non veggo perchè fi abbia a condannare di fallita le 
mie equazioni algebriche, che non facilitano che il paffaggio , e Io cftendono 
ai calcoli elementari , fenza di cui niuno profitto abbiamo ad afpettarne nell’ 
Algebra finita. 


§• 6 . Ofiervo di più eh’è / (— i-fz)»\ in cui 

è reale: fvolgo collo ftefio metodo un tal binomio e mi fi prefenta ( — i-J-z)»' 
=(— i)>+ A(— — ipvq-C(— i)TV-j-D(— i)~z 4 -f-E(—i)"Tz*+ecc. 

_ _ A z -f B z* - j- Cz } Dz. 4 + Ez s 

~ + V - ^ r^-I + CC ‘ 


v~ 


v- vz 


u +- 

fuppofto fempre col comun confenfo . V^ZZI — j 

— — VZZ[-> ne rifulta V_ x j rZ 


e fatto 


S —i 


— V—i ( 1 Az f Bz a - Cz* -f* Dz 4 — Ez 5 -f- ec. ) ( R ). 

\ 7. E qui ritorna la fiefia meraviglia , che cioè alla formola finita aloè- 
braica reale corrifponde la Serie tranfeendente immaginaria. Confeguenze mira- 
bili , di cui io ora non ne dedurrò che quelle , che immediatamente fanno al 
mio propofito. 

§. 8. Moltiplico ora l’uno e l’altro membro dell’equazione ( R ) per VZZ [ y 
e trovo f^ZZZx . pS — I -j_ z , oflia pS : _ z 

:= VIZI - rZZx* ( 1 — Az -f- Bz a — Cz 1 + Dz 4 - Ez' + ec. ) (S) . Ma 


per ( QJ * 1—Az-f-Bz 5 — ec. •— p/ ì _ z : dunque ne nafee per prima ncccfi 
faria confeguenza , che fS T — z — — j/" l — z : una delle mie equazioni , eh’ 
ora mi fomminiftra il metodo Newtoniano facendo fecondo la regola ricevuta 
pf —i* —i — 1 ““ I. Eo fiefiò rifultato mi avrebbe dato l’equazione (P), 
fe invece di Vi =r 1 , aveflì fatto Vi = — 1. All’incontro nell’equazione (S) y 

fatto — (—0* 1* = 1 1 = 1 » mi fi affaccia di nuovo 

l’equazione (QJ. Dal che con certezza fe ne ricava , che compete a ì^~z 
il doppio valore di^± 1 con tale necefiìtà che non ammette limitazione : e di 
più che . pf ZZJ può e deve ottenere anche il valore pofitivo dell’ unità : 

veri- 



verità, da me e nella mia Prefazione e nelle Memorie per tante vie dimoftra- 
ta . Anzi perchè nella comun fentenza fi eguagliaffe la ( S ) , dovrebbe effere 
neceflariàmente pf Z-\ = i • 

<p. Profeguo cammino, e moltiplicando ( QJ per VZZ[ , avremo FL-j-j-z 
( i — Az + Bz a — Cz* -J- Dz 4 — Ez s + ecc. ) ( I ) : ma an¬ 
che \~ z ?=: f/ZIy. f/" —i4- z : dunque . fS — jT z , — f^^Z7 z , 

z: I f i — Az -f- Bz a — Cz* + Dz 4 — Ez’ + ecc. ) ( il )i : e iomman- 

do S —i-fz con /'ZZI. avremo i-j Z^H 

= i‘\-b r ZZZ 1 . ( i — Az *f Bz’— Cz* + Dz 4 — ecc. ) 

^ 1 -f'F'*—7. f /’e dividendo per ^ —i-f-z ^ ^x"^z (HI): 

cioè il reale eguale all’ immaginario . 

§• ro. Oppure divifa la ( I ) , e la ( II ) moltiplicata per f ZZI i avremo 

r ^ I-f*Z — -1* pf I-|-Z> cioè *— x —2 

f —I 

^ i ( I — Az 4 - Bz* — Cz* + Dz 4 — ecc. ) : l/'ZZZx P^ j__ z 

— 1 UT ( i — Az 4 - Bz a — Cz* -f- Dz 4 «— ecc. ) : oflìa fommando , 

I— . — k^X—z = i+^Z 7 ( i — Az + Bz a — Cz’ -f- Dz 4 — ccc. ) 

= c -^izr z = / I+ <EÌn ma I+;/ ^ 



t+s-1 


— = nzq : dunque — F^—z F_ 1 F’ I __ 


- fCTi. i+F^I 

il. Ovvero prefa la ftclfa — fS i__ z = /^ZT X . i/‘XZZT z , 


•z — i+z* 
e divifala per 


^— i , farà -— \/ 1—z — ^ i—z > oflia if ,— x . x — z — x — z , « fi- 

//"— 1 

nalmente = (S~ z : che ci dà colf antecedente f immaginario pofi- 

tivo o negativo eguale al reale . Non è qui il luogo di dedurre altre confe» 

guenze meravigliolè e feconde di verità . A me balla per ora di avere dimo- 

llrata la verità delle mie equazioni con quella rigorofa necelfità , con cui è 
(lata dimoflrata la verità del Binomio Newtoniano. 

§. 12. Che fe è vero ciò ch’ho detto, ecco aperto il palfaggio dal pofitivo 
al negativo , dal reale all’ immaginario e viceversa per la femplice compendio- 
fa via del finito ed algebraico , fenza necelfità di ricorrere al tranfeendentè, 
con fomma utilità ( come farò vedere ) dell’ Algebra finita : ed ecco confer¬ 
mate con una pruova di piti le verità nelle mie Memorie già a tutto rigore 


dimoftrate. 

§. 13. Tutto il fin qui detto ci 


coflringe a cedere a forza alla neceflità 

del- 


delle inviolabili dimoftrazioni prodotte, fenza però poterne fviluppare il rnifte- 
!i°it Ml * ^ P erme ^o pertanto l’accennare un impedimento ch’io credo una 
delle cagioni, per cui ci fiamo chiufi la ftrada all’evidenza delle necefiarie ve¬ 
rità /opra dimoftrate . Non c’è finora fra gli Analisi chi dia all’efpreffione 
a altro vaIore che z ero , e farebbe un delitto l’aderire , effere quefla 
fufeettibile d’altri valori . Pure pollami fotto gli occhi la li n ' ea A ^ _B 


AB—2 a e divifa per metà in C fi/fato come punto d’origine in modo che fi a 
CA la plaga dei pofitivi, CB quella dei negativi; dimando feCA-j-CB =za—a 
fi po/fa veramente annullare e prendere per una femplice fottrazione ? A me 
pare che in quella circoftanza s’ingannerebbe a partito chi così penfaffe- e gua- 
gliandofi efla a za , fe fi trafporti. l’origine da C in B; oppure a — za 
trafportata l’ormine da C in A ; e che folo nel cafo che il punto fluente C 
arrivato in A le ne ritorni a ritrofo per la fielfa firada, coftituifca *=:o 
ritornando allo fteffo punto da cui era partito , e confeguentemente annullando 
tutto il viaggio da prima fatto: nella qual fola circoftanza è vera fottrazione. 
Ella larebbe adunque una perpetua equivocazione il fupporre fempre nel calco¬ 
lo a-— a fottrazione,.fenza efaminare la pofizione delle linee così denominate: 
e ben fi vede a quali ftrane confeguenze ci potrebbe condurre un tal presiudi- 
CIO. Di ciò però fondatamente a fuo tempo . r D 

,§*. J 4 -, Mi re j a ,, a far ^ U r n , al . tro cenr, ° di un aIt ro piò immediato ofiàcolo 
alla intelligenza della reale foluzione del Cafo Irreducibile . Finora fi è ferma- 
mente creduto da tutti , che non poffano foddisfare alla foluzione del Cafo in 
qui fi ione che tre follante radici reali. Quindi formata ad arbitrio un’ equazio¬ 
ne del terzo grado > di tre radici reali razionali , e confrontandola colle mie 
reali forinole forami ni fintemi dal metodo Cardanico, pare col fatto che quell* 
non ci dieno le tre radici afiunte : onde fembra poterfi conchiudere, che non 
dando le mie formole le afiunte radici, fieno falfe . Ma convien riflettere che 
un tal difeorfo tatto è appoggiato Culla fuppofizione , che non pofiano foddif- 
fare alle condizioni ricercate dall’equazione fuddetta altre radici che le razio¬ 
nali trafeelte pure quefio è ciò appunto ch’io credo falfo. Perchè oltre le af¬ 
fli ntc razionali, ce ne fono dell’altre reali irrazionali, chefoddisfacendo a tutte 
le condizioni pretcrirte alle vere radici , devono per legittime riconofcerfi ( fi c 
come lo dtmoftrerò evidentemente nel mio fecondo Scritto). Anzi farò vedere’ 
che con una femplice modificazione delle mie formole ci fi prefentano anche le 
reali razionali, fe ci fieno, che fembravano intieramente efclufe da un cotal metodo. 

Y l ? m ^BS* u 8 n erò queft’altra rifleflione , che cioè oltre le tre reali ( razio¬ 
nali o no ) che non fi lono potute finora ritrovare col metodo Cardanico ce 
ne fono alt* tre immaginarie , le quali pure da tutti fi adottano per leoitti* 
me, perchè li giudicano attera foddisfare alle condizioni preferitte Che npu- 
gmnza c’è adunque di fofpettare , che ce ne poffano effe re di reali' irrazionali 
comlpondcnti alle aflimetre immaginarie ? tanto piu che c qui e nelle mie 
Memorie ho dimofirato come fi trasformino le reali in immaginarie e vicc- 
yeila. Tutto ao farà da me dedotto ordinatamente da’ fuoi principi nello Scric- 


i <57 

NOI RIFORMATORI 

DELLO STUDIO DI PADOVA. 

A Vendo veduto per la Fede di Revifione ed Approvazione 
TV del P. F. Francefco Antonio Benoffi Inquilìtor General del 
Santo Offizio di Padova nel Libro intitolato Della PoJJibilità 
della reale Soluzione Analitica del Cafo irreducibile ec. MS. non 
vi effer cofa alcuna contro la Santa Fede Cattolica, e parimen¬ 
te per Atteftato del Segretario Noftro niente contro Principi 
e buoni coftumi, concediamo Licenza a Marc’ Antonio Manfri 
Stampator di Venezia che porti eflère ftampato , oflervando gli 
ordini in materia di Stampe e prefentando le lolite Copie alle 
Pubbliche Librerie di Venezia e di Padova. 

Dat. li 14. Gennaro 1783. 

( Andrea Querini Rif. 

( Niccolò Barbarigo Rif. 

( Alvise Contarini 2 0 . Cav. Proc. Rif. 


Regiftrato in Libro a Carte 68. al Num. 649. 


Davidde Marchefini Segr. 


TTA r T' / ‘T ■ 

:... : • : . ... - - ... . ... IV ■ . 

.A v o - ... r i . o : .. u t ?. o .i 

-J. t . .'le: A -Jù - tr i J cuneo l r's .Zoo i 
d . :J ; .e “cM ; '. b e*. }A 

t\V»l OY : J-. . . •. LI , { i -w. 

e' j : ì-n visiA . ;/ - . -•• 


• ?. : /x • ,• 

. . .. .fi. . /«. .uò CIg'ÌJL li! C'A. 


' V 































